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Werke aus dem Gebiete der Mathematik 

Abhandliixi£:enüber den mathematischen Unterricht in Deutschland, veran- 
laßt dnrchdie Internationale Mathematische ünterrichtskommission, 
hr^. von F. Klein. 6 Bände. LBd.n.*^ 16.— , geb.n.UK 18.— . II. Bd. n. UK 12 . —, 
ge\).n.JC 14.—. in.Bd.LTeiln.UK 10.—, geb.n.UI^ 1«—; n.Teil 1. Abtn. JC 10.—, 

S)b. n. JC 12.--; 2. Abt. geh. n. M 12.—, geb. n. JC 14. — • Auch in 88 einz. känfL 
eften. 1909—1916. geb. bzw. steif geh. Sonderprospekt erschienen. 

Bnehienen sind n. a. : 
F. Stäckel» Die math. Anibildnng der Architekten, Chemiker u»d Ingenienre a& 

den dentichen Teehniiehen.Hooheohulen. [Xm n. ItB 8.] lAtb. Qeh. u. »^ 6.80. 
"W. Iiorejy Das Stadium der Mathematik an den deutschen üniTersitftten seitAn» 

fang des 19. Jahrhunderts. [XII u. 438 S.j 1916. geh. n. IL 19.—, geb. n. M Uv— 
'W.Kömer, Die Mathematik im preuB. lichrerbildungswesen. Mit 10 Sig. n. 1 Taftl 

sowie Sehlulwort bu Bd. Y von F. K 1 e i n und einem Inhaltsveneichnis sftmtl. Bftn4e der Abhdlg. 

[Vn u. 13« 8.] 1916. geh. n. M A.— 

Berichte und Mitteilungen, veranlaßt durch die Internationale Mathe- 
ma^tiscfae Uaterrichtskommission. 2 Folgen in 1 Bande. I.Folge: Heftlr— Xn. 
1909—1916. II. Folge: Heft I— LH. 1915—1917. (867 n. 377 S.) gr. 8. geh. n. 
JC 20.—, geb. n. .16 22.— 

„, Erste Folge. 

Heft 11 : "W, liietzTnann , Die Ausbildung der Mathematiklehrer an den hOhecen 
Schulen Deutschlands. Beantwortung eines Fragebogens des Hanptausschussef} der 
Internationalen ünterriohtskommission. [18 8.] 1915. geh.n.«^ — .60 

Heft IS: A. Gutzmer, Die Tätigkeit des deutschen Unterausschusses. Bericht anlftfiUoh 
der PertigBteUung der Abhandlungen*. [39 S.] 1916. geh. n. Jt 1.— 

Zweite Folge. 

Heft 1: A. Bohrberg, Der mathematische Unterrieht in Dänemark. {YIH u. 69 S.] 
1915. geh. n. JC 3.40. ' 

— 2: G.'Wolir, Der mathematische Unterricht der höheren Knabenschulen Eng- 

lands. Mit 60 Figuren im Text. [VI u. 907 8.] 1915. geh. n. Utf 6.— 

— 3 :£. und K. Körner, Geaamtregister d. 8chriften d Dtsoh. Unterausschusses d. 

Intern. Math. Unteirichtskommission. [XYI u. 99 8.] 1917. geh.n.J(4,'~ 
Mit dioaem Hefte liegen die Berichte und Mittellungen und damit die gesamten Schriften 
des Deutschen Unterausschusses der IMUK abgeschlossen Tor. 

Sohriften des Deutschen Ansschnsses für den mathematischen nud 
naturwissenschaftlichen Unterricht. A. n. d. T.: A. Gutzmer, Die Tätig- 
keit des Deutschen Ausschusses in den Jahren 1908 — 191S. Heft 1—18. [YIII u. 
482 S.] gr. 8. 1914. geh. n. JC 11.—, geb. n, JC 12.— 
Zweite Folge. 

Heftl: A. Czemy, Die Erziehung cur Schule. [IT u. 18S.] gr. 8. 1916. geh. n. UV —.80. 

— 2: H. £. Timerding;, Die Aufgabender Sexualp&dagogik. Bericht Aber die Verhand- 

lungen einer Gruppe Ton Faohvertretem im Jngenieurhause am Berlin am 6. Mai 1916. 
[80 8.1 gr. 8. 1916. geh. n. M —.80. 

— 3: F. Brohmer, Sexuelle Erziehung im Lehreiseminar. [TV u. 88 3.] gr. 8. 1917. 

geh. n. Je —.80. 

Bachmann) P.^ Zahlentheorie. In 6 Teilen, gr. 8. 

I. TeU: Die Elemente der Zahlentheorie. CXUu.S6iS.] 1898. geh. n. .4^ 6.40, geb. n.^7.90. 
II. „ Die analytische Zahlentheorie. [XyiUu. 4948.] 1894. geh.n.Utf 18.— geb.n.J^lS.— 

III. „ Die Lehre von der Kreisteilung und ihre Besiehungen lur Zahlentheorie. Mit 

Hol28chnitten und 1 lithogr. Tafel. [XU u. 300 S.] 1873. geh. n. M 7.—, geb. n. JC %,— 

IV. „ Die Arithmetik der quadratischen Formen. I. Abt. [XVI u. 668 8.] 1898. 

geh. n. M 18.—, geb. n. M 19.- 
V. „ Allgemeine Arithmetik der Zahleukörper. [XXn u. S48 S.] 1906. geh. n. 
M 16.—, geb. n. Jl 17.— 
VI. „ In Vorbereitung. 

Bibliothek} Mathexnatisch-pliysikalische. Gemeinverständliche Darstellun- 
gen ans der Elementar-Mathematik n. Physik für Schulen. Leben. Hrsg. 
V. W. Lietzmann u. A. Witting. kl. 8. kart. je n. JC —.80. Sonderprosp. ersch. 
A 84. F.Biebe8ell,Diemath.GrundlagenderVariations-undVererbungslehre. 1916. 

VW 86. W.Iiietsmann, Biesen und Zwerge im Zahlenreiche. 1»16. 

\ .^,r\ 86. B. Kerst. Methoden zur Lösung geometrischer Aufgaben. 1916. 

\ j^-' 37. G. Wolff, Karte und Kroki. ls>i7. 

* 30. 'W. Lietzmann, Was ist Geld? 1918. 

Branford, B.^ Betrachtungen über mathematische Erziehung yom Einder- 
garten bis zur Universität. Deutsch von f R- Schimmack u. H. Weinreich. 
Mit vielen Figuren. [VIII u. 408 S.] gr. 8. 1918. geh. n; *Ä 6,— , geb.n. JC 7.— 

v.Brill, A., Das Relativitatsprinzip. Eine Einfuhrung in die Theorie. 2. Aufl. 
[IV u, 3S S.] gr. 8. 1914. geh. n. JC 1.20. 

Carath^odory, C, Vorlesungen aber reelle Funktionen, [ca. 500 S.] gr. 8. 
1918. [U. d. Pr.] ^^ 
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Vorwort 

Dies BQcUein entstammt aas VorlesuDgen, die ich oft in Berlin und 
äSttingen gehalten habe; es verfolgt einen doppelten Zweck. 

Bekanntlich ist die Zahlentheorie trotz ihrer Einfachheit und Schön- 
heit bei den meisten Mathematikern wenig beliebt. Ihr schönster Teil^ 
diQ Theorie der algebraischen Zahlen^ ist überdies nur wenigen bekannt; 
and doch liegt schon von der Hand des Begründers, Richard DedekindSi 
seit fast einem halben Jahrhundert eine vollständige und in klassischer 
Korrektheit durchgeführte Darstellung des Gebietes vor. Bier und in 
den anderen Lehrbüchern ist der Stoff so umfangreich, daß sie dem Forscher 
viel geleistet^ aber leider wenig neue Schüler diesem herrlichen Gegen- 
stand gewonnen haben. Darum setze ich mir im ersten Teil des Büchleins 
nur das eine Ziel, bis zu Dedekinds Hauptsatz hinan und ein kleines 
Stück weiter zu führen. Diesen Hauptsatz wird der Leser auf S. 25 lernen: 
Jßdes Ideal eines älgebraisehen Zahlkörpers ist eindeutig als Produkt von 
Primidealen darstellbar. Nach seiner Entdeckung folgten einfachere Be- 
weise dieses Satzes; aber eine lückenlose Darstellung des z. Z. kürzesten 
Beweises für Anfanger gab es bisher nicht. In meinem ersten Teile, der 
durch kein Zitat unterbrochen ist (am Schluß folgen historische Be- 
merkungen zum ganzen Buch)^ werde ich den Leser auf diesem kürzesten 
Wege mühelos zum Hauptsatz führen. Der Leser braucht nur folgendes zu 
kennen: Ana der elementaren Zahlentheorie den Satz von der eindeutigen 
Zerlegung der gewohnlichen Zahlen in Primzahlen. Aus der elementaren 
Algebra den Fnndamentalsatz von der Wurzelexistenz einer algebraischen 
Gleichung and den Hauptsatz über symmetrische Funktionen. Aus der 
Determinantentheorie die Grundeigenschaften der Determinanten und die 
folgenden zwei Sätze über n lineare Gleichungen mit n Unbekannten: 
l. Wenn die Determinante der Koeffizienten der unbekannten nicht ver- 
schwindet, haben die Gleichungen genau eine in bekannter Weise durch 
Peterminantenqnotienten darstellbare Lösung. 2. Wenn die Gleichungen 
homogen^ dief Koeffizienten rational sind und deren Determinante ver- 
schwindet^ sind die Gleichungen stets in i^ationalen, nicht sämtlich ver- 
sehwindenden Zahlen lösbar. 

% 
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IV Vortcart, 

Soviel über den ersten Teil. Der Leser^ der nur die Hauptsachen 
aus der klassischen Theorie lernen will, möge sogar mit § 5 oder § 6 
aufhören. Von § 7 an werden übrigens die Elemente des Matrizenkalküls 
benutzt. 

Der andere Zweck meines Buches besteht darin, endlich einmal die 
Grundtatsachen der analytischen Idealtheorie, insbesondere meinen ,,Prim- 
idealsatz'^ vom Jahre 1903 zur Kenntnis eines größeren Kreises von Mathe- 
matikern zu bringen, unter Kenntnis verstehe ich lückenloses Durchdenken 
der. Beweiskette von Anfang bis zu Ende. Der Primidealsatz (S/111) be- 
sagt in der Hauptsache: In jedem algebraischen Zahlkörper gibt es asympto- 
tisch gleich viele Primideale. Sein Beweis war lange gesucht worden. Auch 
heute kann man den Satz nicht wesentlich einfacher beweisen. Ich benutzte 
damals einen geometrischen, fast trivialen Hilfssatz von Weber über Gitter- 
punkte in der nten Dimension, dessen Beweis mit arithmetischer Strenge 
darzustellen etwas langwierig wäre. Und doch hätte ich den Primidealsatz 
in diesem Buche auf meinem alten Wege bewiesen, wenn nicht erfreu- 
licherweise vor einigen Monaten die bedeutende, der künftigen Entwicke- 
lung neue Wege weisende Entdeckung von Herrn Hecke (S. 74) gemacht 
worden wäre: Die Dedehindsche Zetafunktion ist in der gangen Ebene 
fortsetzbar und genügt einer FunJctionalgleichung. Durch Verbindung des 
Heckeschen Satzes mit den Methoden der modernen Primzahltheorie 
ergibt sich sofort eine Fülle neuer Resultate. 

Ich werde somit im zweiten Teile erst den Heckeschen Satz beweisen, 
dann meinen alten Primidealsatz in neu verschärfter Fassung und manche 
anderen neuen Gesetze. Insbesondere bewähren meine Methoden ihre 
Kraft bei Problemen der analytischen Idealtheorie, die mit der Ver- 
teilung der Primideale nichts zu tun haben; nicht nur brauche ich im 
gegenwärtigen Buch die seinerzeit von Weber aus seinem Hilfssatz ge- 
folgerte asymptotische Abschätzung der Anzahl aller Ideale nicht; son- 
dern nachträglich ergibt sich diese Abschätzung schärfer, als bisher be- 
kannt war. 

In diesem zweiten Teil setze ich nichts aus der Primzahltheorie oder 
sonstigen analytischen Zahlentheorie voraus, sondern — außer den Vor- 
kenntnissen des ersten Teils und diesem selbst — nur die Elemente der 
Theorie der Funktionen einer komplexen Variablen. Umgekehrt lernt 
der Leser z. B. den „Primzahlsatz'' als Spezialfall des Primidealsatzes 
kennen und die Riemannsche Zetafunktion als Spezialfall der Dede- 
tind sehen Zetafunktion. Aus meinem Handbuch der Lehre von der Ver- 
tBÜung der Primzahlen (Leipzig und Berlin, Teubner, 1909) zitiere ick 
nur Beweise neuerer Hilfssätze der reinen Funktionentheorie, welche unab- 
hängig von seinem sonstigen Text lesbar sind. 
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Vorv'ort, V 

Es kann also jeder Student in den An&ngssemestern meinen ersten 
Teil und jeder Student in mittleren Semestern meinen zweiten Teil lesen^ 
wenn er nur vorher die genannten algebraischen Grundlagen erworben 
hat und (för meinen zweiten Teil) etwa den Stoff einiger Abschnitte der 
beiden Göschen-Bändchen von Herrn Enopp über Funktionentheorie 
kennt. 

Ich bin den Herren Privatdozent Dr. Bernays in Zürich, Dr.Kober 
in Beuthen, Prof. Dr. Lichtenstein in Berlin, Direktor Dr. Ziegel in 
Berlin und Frau Müller in Göttingen sehr dankbar daför, daß sie mich 
bei der Korrektur unterstützt haben. ^ 

Göttingen, den 11. Juni 1917. 

Edmund Landau. 
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Sais 1^3, Definition 1—5. 



Erster Teil. 

Elementare Idealtlieorie. 

% 1. Ton den Polynomen. 

Definition 1 : Unter Polynom werde in der Folge eine ganze ratio- 
naie Funktion einer Varidbeln x mit rationalen Koeffizienten verstanden, . 

Definition 2 : Ist ein Polynom nicht identisch 0, ist es also von der 
Gestalt ^ . . „ , ^ 1 , , 

wo a^^O ist, so heißt n der Grad dieses Polynoms. 

Satz 1: Das Produkt eines Polynoms njen Grades und eines Poly- 
noms n^ien Grades ist ein Polynom (w^ + w,)^cn Grades. 

Beweis: Klar. 

Definition 3: Sind f(x) und g{x) Polynome, davon f{x) nicht iden- 
tisch 0, so heißt g{x) durch f(x) teilbar, wenn g(x) gleich dem Produkt von 
f(x) mit einer gewissen ganzen rationalen Funktion ist (äie eo ipso ratio- 
nale Koeffizienten hat). Bezeichnung: 

Satz 2: Aus f{x) i g(x), g(x) \ f(x) folgt f(x) «= €g{x), wo c eine 
rationale Zahl ist. 

Beweis: Nach Satz 1 hat f(x) denselben Orad wie g(x). 

Satz 3: -Es seien f(x) und g{x) zwei Polynome, keines davon iden- 
tisch 0. Dann gibt es ein Polynom h(x) derart, daß erstens 

(1) Kx)\f{x), h{x)\g{x) 

ist; zweitens hei passender Wahl zweier Polynome F{x), G{x) 

(2) h{x)^F{x)f{x) + 0{x)g{x). 

Beweis: Unter allen nicht identisch verschwindenden Polynomen 
h{x) der öestalt (2) wähle ich eines kleinstmöglichen Grades. Ich behaupte^ 
daß es (1) erfüllt. Denn wäre z. B. f{x) nicht durch h{x) teilbar, so wäre 
nach dem gewohnlichen Divisionsverfahren 

f{x)^i{x)h{x) + r{x), 
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2 § 1- V&h dm Polynomen. 



wo q{x) und r{x) Polynome sind und r{x) kleineren Grad hat als h{x)\ 
nnd es wäre 

r{x) - f{x) - q{x)h{x) = f{x) - q(x) (F(x) f{x) + G(x)g{x)) 
-^F,{x)f(x)+G,{x)g{x). 

Satz 4: Es seien f(x) und g(x) zwei Polynome, leines davon ideth 
tisch 0. Dann gibt es genau ein Polt/nom d(x) mit höchstem Koeffieienten 1 
derarty daß erstens 

(3) dix)\f(x), dix)\g(x) 
ist; zweitens jedes k(x), das 

(4) m\f(x), k(x)\g(x) 
erfülU, auch der Bedingung 

(5) h(x)\d(x) 

genügt. 

Beweis: 1. Unter den h(x)y die den Satz 3 erfüllen^ gibt es eines^ 
d(x\ mit höchstem Koeffizienten 1^ da mit h(x) auch ch{x) tiir rationales 
e^O den Bedingungen des Satzes 3 genügt. Erstens geht dies d{x) in 
f(x) und g(x) auf; zweitens folgt (5) aus (4) wegen 

(6) d{x) =. F,{x)f{x) + G,{x)g{x). 

2. Wenn zwei Polynome d^{x\ d^(x) die Bedingungen des Satzes 4 er- 
füllen, so folgt wegen d^ix) \ d^{x), d^{x) \ d^{x) nach Satz 2, daß sie sich 
nur um einen konstanten Faktor unterscheiden; und dieser ist 1, da 
c^i(x) und d^(x) den höchsten Koeffizienten 1 haben. 

Definition 4: Bas d(x) des Satzes 4 hei^ der größte gemeinsame 
Teiler von f{x) und g{x), 

Definition 5: Ist d{x) = 1, also jeder gemeinsame Teiler von f(x) 
und g(x) eine Konstante, so heißen f{x) und g(x) teilerfremd. 

Satz 6: Ein Polynom nullten Grades ist zu jedem nicht identisch ver- 
schwindenden Polynom teilerfremd. 

Beweis: Klar. 

Satz 6: f{x) und g{x) seien zwei Polynome, "keines davon identisch 0. 
Bann und nur dann, wenn f(x) und g(x) teiler fremd sind, haben die Glei- 
chungen f{x) = und g(x) ^ keine Wurzel gemeinsam. 

Beweis: 1. Aus f(i) « 0, g(^) - folgt rf(g) - wegen (6), so daß 
d{x) nicht konstant 1 ist. 

2. I9td{x) nicht konstant 1, also von positivem Grade, so hat d(x) —0 
nach' dem Fundamentalsatz der Algebra eine Wurzel 1, die dann wegen 
(3) auch den Gleichungen f{x) « 0, ^(a?) =- genügt. 
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8aU4-12. Definäiond^r, 3 

- -- - ■ ■" ^ — ■ ■ ■ ■ 

Definition 6: Ein Polynom f{x), das nicht ideniisch iriy heiß 
redtusibd bsnv. irredumbd, wenn es eine bjsw. keine Zerlegung 

in jnoei Polynome positiven Crrades gibt 

Satz 7: Jedes Polynom des Grades oder 1 ist irreduaibei. 

Beweis: Folgb aus Satz 1. 

Satz 8: Mü f(x) ist auch cf{x)y woc^O und rational ist, irredusnbel. 

Beweis: Aus cf{x)^f,(x)f,{x) folgt fix) - i/iC^)/; W -U{x)U{x\ 
wo mit /'j, f^ auch f^jf^ positiven Grad haben. 

Satz 9: Es sei f{x) irreduzibely g{x) irgend ein Polynom. Es gd>e 
Hne Wurzd | der Oleidhung 
(8) f(x)-0, 

so daß 

(9) m=o 

ist. Dann ist 

(10) f(^)\9(.^), 

cdso für jede Würget r^ von (8) awcfc 

Beweis: 1. Wenn g{x) identisch ist, ist (10) natürlich erfüllt. - 
2. Wenn g{pc) nicht identisch ist, werde der größte gemeinsame 
Teiler d{x) von f{x) und g{x) betrachtet. Wegen d{x)\f{x) und der Irre- 
duzibilität von f{x) ist d(x) =- 1 oder d{x) — c/*(a;); ersteres geht nicht 
wegen (9) und Satz 6; also ist d{x) =» cf{x\ cf(x)\g(x)y f(x)\g{x). 

Satz 10: Ein irreduzibles Polynom f(x) hat mit keinem Polynom 
niedrigeren Grades g(x) eine Wwrzel gemeinsam. 

Beweis: Nach Satz 9 wäre sonst f{x) \ g(x), was Satz 1 widerspricht. 
Satz 11: Ein irreduzibles Polynom f{x) hat keifte mehrfache Wurzel, 
Beweis: Sonst hätte f{x) mindestens den Grad 2 und mit dem Poly- 
nom niedrigeren Grades f {x) eine Wurzel gemeinsam, gegen Satz 10. 

§ 2. Ton den algebraischen Zahlen. 

Definition 7: Eine komplexe Zahl d' heißt älgd)raische Zahl, wenn 
es mindestens ein nicht identisch verschwindendes Polynom f{x) gibt, so daß 

tst. 

Satz 12: Jede algebraisehe Zahl &■ gmügt mmdestens einer Gleidmng 
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§ 2, Von den algebraischen Zählen. 



WO g{pc) ein nicht identisch verscfiwindendes Polynom mit ganzisdhligen 
Koeffizienten ist. 

Beweis: In dem f{x) der Definition 7 sei, wenn nicht schon alle 
Koeffizienten ganz sind, r der Hauptnenner der nicht verschwindenden 
Koeffizienten; dann hat man nur rf{x) = g(x) zu setzen. 

Satz 13: Jede rationale Zahl a ist algebraisch. 

Beweis: Man nehme f(x) ^ x -— a. 

Satz 14: Jede algebraische ZaM %• genügt wenigstens einer Gleichung 
fix) « Ö, wo f{x) irredtmbel ist 

Beweis: Unter allen Polynomen, die für x ^ d^ verschwinden, sei 
f(x) eines von kleinstem Grad. Ich behaupte, daß dies f(x) irreduzibel ist. 
Sonst folgte aus (7), wo fi(x) und f^(x) kleineren Grad haben als f(x), 
daß /; {») « oder f^id) = wäre. 

Satz 15: Jede algebraische Zahl d' genügt genau einer Gleichung 
f{x) = 0, wo f(x) irreduzibel ist und den höchsten Koeffizienten 1 hat. 

Beweis: Aus Satz 14 und Satz 8 folgt die Existenz mindestens eines 
solchen f{x). Wenn f{x) und F{x) diese Eigenschaft haben, ist nach Satz 9 
sowohl f{x) I F(x) als auch F{x) \ fix), also fix) = F{x). 

Definition Hi Ist Q' eine algebraische Zahl, fix) das Polynom des 
Soitzes 15 und n sein Grad, so sagt man: d' ist eine algebraische Zahl 
nten Grefes, und die nach Satz 11 versdiiedenen Wurzeln -ö*!, • • •, 'S*« von 
fix) «= (deren eine d' ist) heißen die zu -O* honjugierien algebraischen 
Zahlen, 

Satz 16: Die zu einer algebraischen Zahl nten Grades d' honjugier- 
ten Zahlen sind auch algebraische Zahlen nten Grades, 

Beweis: Sie gehören zu demselben irreduzibeln fix). 

Satz 17: Wenn ein Polynom gix) für eine algebraische Zahl ver- 
schwindet, so verschwindet gix) für die konjugierten Zahlen. 

Beweis: Folgt aus Satz 9. 

Definition t): d* heißt eine ganze algebraische Zahl, wenn es ein 
Polynom 

gix)^x^ + b^_^,x''*-' + '" + bo 

mit höchstem Koeffijsienten 1 und ganzzaUigen übrigen Koeffizienten gibt, 
so daß 

g{^)-0 

ist. 

Satz 18: Jede ganze rationale Zahl ist zugleich eine ganze algebraische 
Zahl; keine der übrigen rationalen Zahlen ist ganz algebraisch. 

Beweis: 1. Ist a eine ganze rationale Zahl, so ist sie Wurzel von 

gix) ^ X — a^O. 
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Satz 18^21. Definition 8—10. 



2. Ist das rationale^ von verschiedene ~ {q^ r ganz und teilerfremd) 
eine ganze algebraische Zahl, so folgt aus 

wo die b ganze rationale Zahlen sind, 



so daß r in g*" aufgeht. Daher ist r = ± 1, — ganz rational 

Definition 10: Von jetzt ab bedeutet ganze Zahl Jcurz den Begriff 
ganze dlgebraiscJie Zahl; ganze rationale Zahl das ülUche 0, ± 1, ± 2,- • •. 
' Satz 19: Die zu einer ganzen Zahl konjugierten Zahlen sind ganz. 
Beweis: d^ genüge der Gleichung 

g(x) ^x^ + b^^.x^-' + . . . + 6^ « 

mit ganzen rationalen 2». Nach Satz 17 ist für die zu d" konjugierten 
Zahlen g(x) == 0. 

Satz 20: Ist d' algebraisch^ so gibt es ein ganzes rationales positives 
r derarty daß r-ö* ganz ist. 

Beweis: Nach Satz 12 ist bei passender Wahl von m, c^ * - -y Cq 

WO die c ganz rational sind, aber ^„, ^ ist. Also ist 

so daß I c^ I 'd' ganz ist. 

Satz 21: 1. ^ sei eine komplexe Zahl. Es gä)e ein ganzes rationales 
k^l und Je komplexe, nicht sämtlich verschwindende Zahlen l^^y • • •, 1^^ 
so daß 



(11) 



Hk^O,kA+"' + <^kk^k 



ist, wo die k^ Koeffizienten a rational sind. Dann ist d^ algdraisch und 
zwar von höchstens ktem Grade. 

2. Sind die t* Koeffizienten a sogar ganz rational, so ist d^ ganz. 

BSeweis: Beide Behauptungen folgen daraus, daß das Gleichungs- 
system (11) als 2; homogene lineare Gleichungen mit den nicht sämtlich 
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6 § ^' Von den algebraischen Zahlen, 

yersch windenden Unbekannten l^^ • ->, ^^^ angesehen werden kann. Aus 

(11) folgt ja deswegen 

0- -'^ + c,.j**-i + ...+^ 

mit 1. rationalen Cy 2. ganzen rationalen c. 

8atz 22: a und ß seien algebraisch bgw. sogar ganz. Dann ista + ß, 
a — ß und aß algebraisch bzw. sogar ganz. 

Beweis: a und ß genügen nach Voraussetzung Gleichungen 

wo n > Oy m > ist und die a, b rational bzw. ganz rational sind. Ich 
Betze k » nm und in irgend einer Anordnung 

5i, • • J* = 1, «, - • •, «»»-^ ß,aß, . . ., «»-*^; . . .; ^— S 
kurz 

Dann ist für jedes dieser g 

jf+i^ (einem g, für JN'< n — 1, 

also jedenfalls 

(12) «1 = Cxli + • • • + c»|*, 
WO die c rational bzw. ganz rational sind. Ebenso 

(13) ß% = d,l, + ... + d,l„ 
WO die d rational bzw. ganz rational sind. Also 

wo die e rational bzw. ganz rational sind. Dies gilt für jedes | » $, ^ • • •, |j^ 
Nach Satz 21 ist demnach^ da eine der Zahlen g gleich 1 ist, also nicht 
alle verschwinden, sowohl die Zahl -ö* = « + /S cds auch die Zahl -ö" =* « — /S 
algebraisch bzw. ganz. 

Femer folgt aus (12) 

also nach (13) 

aßl « Ci((Zj,|i + • . • + dug*) + • • • + c,{d^li + • • • + d«!*) 
-fA + -+fkK 
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Sota 22-25, 



ch 



wo die /'rational bzw. ganz rational sind. Naoh Satz 21 ist also aß alge- 
braisch' bzw. ganz. 

Satz 23: Jede ganze rationale Funktion mehrerer ganzer Zahlen mit 
ganzen rationalen Koeffizienten ist eine ganze Zahl. 

Bewein: Folgt aus Satz 22. 

Satz 24: Id # ganz, so sind alle Koeffizienten des irreduzibeln f{x) mit 
höchstem Koeffizienten 1, das %' nach Satz 15 zur Wurzel hat, ganz rational. 

Beweis: Je^er dieser Koeffizienten genQgt als elementare symmetri- 
sche Funktion der zu d" konjugierten, nach Satz 19 ganzen Zahlen den Vor- 
aussetzungen yon Satz 23^ ist also nach Satz 23 ganz, außerdem rational, 
also nach Satz 18 ganz rational. 

Satz 25: Ist 

^r + ^^r-1 ^ ß^r^2 + . . . + ;,^ + ^ - (r > 0), 

wo a,ß, . , .f x,l ganz sind, so ist /i ganz. 

Beweis: a/ß, . , .,k mögen den Gleichungen positiven Grades 

«« + «»_!«-' + • • + ^0 =- 0, 
ß^ + K^iß^'-' + '-' + h-O, 

mit ganzen rationalen a,b, . . .,1 genügen. Ich setze k » nm . . .qr und 
in irgend einer Anordnung 

g,,..., g,==aV...^V, 0£N<n,0£M<m,,..,0£lt<r, 
so daß sicher 1 unter diesen Zahlen vorkommt. Dann ist für jedes dieser § 

[li^a ß ... A ft , 
also, falls U < r — 1 ist, /t| =« |^; falls U = r — 1 ist, 

ftg = a^'ß'' . . . ;i^(- a^'-i ;i) 

(14) « - «^^ ^/3^ . . . ;i V- ^ a^^ . . . ;i^ + ^ 

Hierin ist 
N^i^ .q r-i^f^J fürJV^<n-l, 

a p ...A II -j(__^^^^^„.i a,)/3^...;iV'*"' fürJV^-n-l, 

also jedenfalls 

mit ganzen rationalen c\ ebenso ist jedes andere Glied der rechten Seite 
▼on (14) von dieser Gestalt. Also ist jedenfalls 

für jedes | « Ij, . . ., g^, also ft nach Sajkz 21 ganz. 
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8 §3. Von den alge^aisehen Zahlen, 

Satz 26 : Sind (J^, . . ., *^ fjanjs, *^ + 0, r > 1, und isi ^ eine Wured von 
(15) fix) « d,af + . . . + iJ,x + do = 0, 

so ist d^fi ganis (auch wenn fi nidU ganz ist). 
Beweis: Es ist 

also d^ft ganz nach Satz 25. 

Satz 27: Unter den Voraussetzungen von Satz 26 hat die ganze ra- 

fix) 
tionale Funktion --^^ ganzzahiige Koeffizienten. 
•1/ ■" ^ 

Beweis: Für r = 1 ist die Behauptung wegen f(x) = ^^(a? —• (i) klar. 

Sie werde bis zu r — 1 als bewiesen angenommen. Die Funktion 

f(x) -{x- ^)*^af -^ = g(x) 

hat nach Satz 26 ganzzahlige Koeffizienten ^ außerdem die Wurzel (i. 
Femer ist 

ör(x) = «^_,ir^-iH + «0- 

Daher ist 

gix)^(x--ii)h(x), 

wo h{x) ganzzahlige Koeffizienten hat, also 

f(x)^{x-ii)(dX'' + hix)). 

Satz 28: Sind ft^, • •? f^^ (1 ^ ^ ^ ^) beliebig gewählte Wurzeln von 
(15), mehrfache höchstens in der betreffenden Vidfachheit, so ist ä^gii • • ft^ 
ganz. 

Beweis: Aus 

fix) - d^ix - [i,) '"ix -ßj;)ix - /t^^^) '"ix-(l,) 

folgt durch sukzessive Anwendung des Satzes 27, daß 
f(x) fix) f^ ., , , . 

ganze Koeffizienten haben. Das konstante Glied der letzten Funktion ist 
^ber (~ 1)^*,^, . . . /i^. 

Definition 11: a und ß seien ganz^ c( + 0. Dann heißt ß teilbar 
durch a, wenn — ganz ist^). Bezeichnung: 

" <^\ß- 

1) Dies enthält den Begriff Teilbarkeit für ganze rationale Zahlen, und die 
andersartige Bedeutung des Begriffs und Zeichens für Polynome wird nicht mehr 
Torkommen. 
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Saiz26—30. Definitton ll-^l^, 9 

Sftts 29: Aus ttr] /?!, • • •, « I /J,„ folgt ßr hdUbige ganze Ai, • • •, A^. 

Beweis: Nach Satz 23 ist ^A^ + • • • 4- ^il^ ganz. 
Sfttz 30: Es seien in 

g(x) = «,a;' + • • • + «0 («i + 0), 

die a, ß ganz, und es werde 

g{x)h(xy^ri^„af^"' + ''' + y, 

geseilt, wo also die y ganz sind. Wenn eine ganze Zahl v aUe y teiU, so 
istfiirO^L^l, 0£M£m 

Beweis: Für 1^0 ist der Satz trivial, ebenso för m — 0. Es darf 
daher Z > 0, m > angenommen werden. Es sei, in Linearfaktoren zerlegt, 

5r(a;) - a,(^ ~ li) . • . (a? - I,), 

*(^) - ßmi^ - i?i) • • • (a? - i?J, 
also 

Diese Funktion hat nach Voraussetzung ganzzahlige Koeffizienten; also 
ist nach Satz 28 jedes Produkt 

l m g I .. .fifi • • • 
V 

ganz. Andererseits ist als elementare symmetrische Funktion 

«z - ± «. -S"?'!" • • •, /s^, = ± /J« 2vv" ' • ;') 

also jedes 

ganz, da jedes ölied rechts es ist. 

§ 3. Ton den algebraischen Zahlkorpem. 

Definition 12: d^ sei eine algebraische Zahl. Dann nennt man die 
Gesam&eit der Zahlen a der Gestalt 

(16) a = f'^^ 

1) iPür JL«! oder M^in bedeutet hier natürlich £ den Wert 1. 

f Landftii, Theorie der lOgebnOeohen Zahlen. 2 
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10 § 3. Von dm ätgebraitehen ZaNkSrpem. 

WO fi(x), /*,(«) PaiUfHome sind und f,(d-) + iä, dm durdi ^ ereeugtm 
d^ebraiscÄm ZahikSrper, karg Zdhtkörpar, nodi küreer Körper P(d-). 

Stjts 31: Sind a^ und o, Zahlen des Körpers, so gdürt oueft o, + a^, 

«1 — e^, OjOj und tm Faße c^ 4* aw3^ — dem Körper an. 

Beweis: 

Satz 32: TTeran ^ den Grad n JuUy laß sidi jede ZaU a von P(^) 
auf die GrestaÜ ,^v 

bringen, wo r(x) identisch oder ein Pciynom höchstens {n — l)fe» Grra^ 
des ist. Und zwwr gibi es genau ein sdches r{x). 

Mit cmderen Worten: a ist mit rationalen c in der Gestalt 

darstellbar y wnd zwar nur auf eine Weise. 

Beweis: 1. Nach Definition ist a yon der Gestalt (16). Es sei f{x) 
die nach Satz 15 zu d gehörige irreduzible Funktion. Wegen f%{^) + 
sind f{x) und f^{x) nach Satz 6 und 9 teilerfremd; also ist nach (6) bei 
passender Wahl zweier Polynome F^(x\ G^(x) 

1 - F,i»)m + G,(»)f,{») = ö,(*)f, w, 

wo ^"(3;) ein Polynom ist. F(x) werde durch f{x) dividiert: 

F(x)'^q{x)f{x) + rix), 
wo r(x) idfflitisch ist oder kleineren als nten Grad hat. Dann ist 
a'-q(»)f{») + r{»)^r{»). 
2. Diese Darstellung 

a = Co + Ci* + ..+c„_i^-* 
ist eindeutig; denn aus 

c = Co + c,* + • • . + c,_i^— 1 = do + «^* + • • • + <^«-i*""' 
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SatsSi—as. • U 



(mit rationalen c, d) folgt 

(cb - do) + • • • + (c, _ t - rf, _ i) ^ - ^ « 0, 
also nach Satz 10 

Satz 33: ^ habe den Qrad n; cc sei irgend eine Zahl von PiP")* Dann 
ist a (ügAraisch und zwar vom Qrade k, wo h ein Teuer von n ist. ERer- 
hei ist Ic die Äneahl der verschiedenen unter den Zählen 

(17) r(^t), ••♦,«•(«•.), 

WO r{x) die Bedeutung aus Satg 32 hat, und ^i, * • -^ ^^ die zu ^ kongu- 
gierten Zahlen sind. Femer kommt jede der verschiedenen unter den Zählen 

(17) in dieser Reihe gleich ofty also je ^ mal vor. Endlich sind die ver^ 

schiedenen der Zählen (17) die zu a konjugierten Zahlen. 
Beweis: 1. Die Funktion 

n 

9('^)=II(«'-r{»J) 

mssl 

hat nach dem Satze über symmetrische Funktionen rationale Koeffizienten. 
a ist Wurzel dieses Polynoms g(x), also algebraische Zahl und zwar vom 
Grade k^n. 

2. Es sei h{x) die nach Satz 15 zu a gehörige irreduzible Funktion. 
Dann ist h(x) vom Grade k und 

(18) Ä(r(^))=.0. 

Das Polynom h(r(x)) yersch windet also nach Satz 17 für a? — -Ö*!, • • •, a; « ^^ 

a) Wenn die Zahlen (17) verschieden sind, ist also g(x) = h{x) 
k^n und alles bewiesen. 

b) Anderenfalls ist g(x) nach Satz 11 reduzibel, A; < n und das Po- 
lynom g(x) durch h(x) teilbar. Es sei (ä(jj))« die höchste Potenz von h(x), 
die in g{x) aufgeht: 

g{x)^(h{x)yG(x). 

Dann muß das Polynom 0(x) — dessen höchster Koeffizient 1 ist — gleich 
1 sein; denn sonst hätte es eine Wurzel 1, die der Gleichung g(x) »> 0, 
also nach (18) der Gleichung Ä(a;) « genügte, so daß G{x) nach Satz 9 
durch h{x\ also g{x) durch (&(a:))«+^ teilbar wäre. Aus 

g{x) « (hix)y 
folgt aber n^ qk und alles Behauptete. 
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12 § 3. Van den algd>rai8€hen ZaMkärpem. 

Satz 34: J8^ a — B{d^), wo B(x) ein Polynom hdUbigen Orades oder 
identisch ist, so ist, wenn r(x) das Polynom des Satzes 32 ist, 

also die Gesamfkeit der Zahlen 

einsMießich der Beihenfolge mit (17) identisch. 

Beweis: f(x) sei die zu d- gehörige irreduzible Funktion^ g(x) 
« R{x) — r(xy, aus g(d') « folgt nach Satz 9 

Satz 36: Sind d^ und ® algebraische Zahlen und ist Pid) =- P(&\ 
so haben d- und & denselben Grad. 

Beweis: d^ habe den Grad n, den Grad m. Nach Satz 33 ist^ weil 
zu P(d') gehört, m^n. Ebenso ist n^m, also n *= m. 

Beflnitlon 13: Grad eines algebraischen Zahlkörpers heißt der nach 
Säte 35 eindeutig bestimmte Grad n jeder Zahl d; die den Körper erzeugt. 

Satz 36: Es gibt nur einen Körper ersten Grades, den Körper P(l) 
der rationalen Zahlen. 

Beweis: Klar. 

Hatz 37: a sei eine Zahl eines algebraischen Körpers nten Grades. 
Dann ist die Gesamtheit der Zahlen (17), jede in ihrer Vielfachheü geeähU, 
unabhängig von dem d; das den Körper erzeugt. 

Beweis: Die Zahlen (17) sind ja nach Satz 33 die zu a konjugierten 

Zahlen, jede ^ mal, wo Ic der Grad von cc, n der von ^ ist, und n ist nach 

Satz 35 von d- unabhängig. 

Definition 1^: asei eine Zahl eines algebraischen Körpers nten Grades. 
Bann nennt man N(a), kurz Na (Norm von a) und S{a), kwrz Sa (Spwr 
von a) die nadi Salz 37 nu^ von a und dem Körper abhängigen Zahlen 

i^(a)^r(#0.r(d,)...r(dj, 

Ä W =- K^i) + K^2) + • • • + K^J. 

Satz 38: N{a) und S(a) sind rational; ist a ganz, so sind N(a) und 
8(tt) ganz regional. 

Beweis: N{a) ist gleich der -j- ten Potenz des Produktes aller zu a 

konjugierten Zahlen, S{a) das |^ fache ihrer Summe. Dies Produkt und 

diese Summe sind aber als elementare symmetrische ITunktionen rational 
bzw. (fQr ganzes a) ganz rational. 
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Satg 34—40, Definition U—iö. 13 

Deflnitioii 15: o^, • • -, a^ seien Zählendes Körpers ntfn Grades P(^), 
a^ =. r^{d). Dann nennt man 

d?> Diskriminante der n Zählen, 

Satz 39: zi(ai, • • > aj ist unabhängig von der Beihenfolge der Zählen 
€Ci9 - • 'y a. und unabhängig von der Reihenfolge der Zahlen d^^^ - - •, ^^. 
Femer ist ^(a^, • • •, «J von d^ unabhängig. Endlich ist ^{a^, • • •, aj 
ratiomU und 0war, wenn a^r "7 ^n 9^'^ ^^^9 9^^^ rational. 

Beweis: 1. Eine Vertauschung der a^ vertauscht nur die Zeilen der 
Determinante ! rj^{d'^ \y so daß das Quadrat J der Determinante ange- 
ändert bleibt. 

2. Eine Vertauschung der -ö", vertauscht nur die Spalten dieser tjeter- 
minante, ändert also z/ nicht. 

3. Nach dem Multiplikationstheorem der Determinanten (Zeile mal 
Zeile) ist 

(19) ^(ax,--,«J= ,n(ö-,); r.Cfr,)' = '^r,(*Jr,(*J| - i S(ä,a^,,, 

m 

da ja a^a, =* *'i(*)^i('^) ^^t ^^^ ^i(^)^i(^) ^^^ ^k^i ^^^ ^(^) ^ Sinne des 
Satzes 34 ist. S(aj^cc^ ist aber von d^ unabhängig^ also auch J, 

4. Nach Satz 38 ist S(ai^c:j) rational und för ganze a ganz rational; 
^ also desgleichen. 

Satz 40: Es seien ß^, - * -, ß^ beliebige n Zahlen des Körpers^ die 
n* Zahlen Cj, (4 = 1, • • •, n; Z « 1, • • -, n) rational, und es werde für 

gesetet. Dann ist 

(20) Jia„ . • ., aj - I e,, |» ii(/S„ • • .«, /JJ. 
Beweis: Es sei im Sinne des Satzes 32 fQr 1 ^ 2 ^ n 

also 

«,-^^c„r,(«>)-ft(^). 

l 

Dann ist nach dem Multiplikationstheorem 

I <hW I = I ^c,^r^W I - I c,. i i r,(frO I, 

m 

woraus durch Quadrieren (20) entsteht. 
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14 § 3. Van den älgtbraiBchen 2Sahlkörpem. 

Satz 41 : Wenn ^ den Körper erzeugt, ist 

Beweis: Bekanntlich ist im Falle n > 1 (sonst ist die Determinante 
gleich 1) 

1 1 ... 1 



^1 ^2 -K 



^«-.l^n-l...^j. 



n(^-^,\ 



i^*</^i» 



also 4> 0; andererseits ist ^(1, • * •, ^'~^) das Quadrat dieser Determi- 
nante. 

Definition 16: q komplexe Zählen §i; • • *, S^ heißen linear tmabhängig, 
wenn aus jeder Gleichung 

mit rationalen a 

Oj - . . , « a = 

folgt, 

Satz 42: ^{a^y - • -y O ist dann und nur dann-^O, wenn a^, *'*#«« 
linear unabhängig sind. Femer ist das Vor seichen des J{(x^^ - >'j a^ für 
alle Systeme linear unabhängiger a dassethe, also durch den Körper be- 
stimmt. 

Beweis: Setzt man nach Satz 32 f&r 1 ^ ä; ^ n 

an, wo die c rational sind, so liefert Satz 40 

^{cc^, ' ' »j aj yerschwindet also nach Satz 41 dann und nur dann, wenn 
I c^, I =» ist, und hat für | c^, | ^ ein yom System «i, • • «, «^ unabhängiges 
Vorzeichen. 

Andererseits ist das Bestehen einer Gleichung 



^a^a^-O, 



k^l 



WO die a rational sind, wegen 



i=I , 1=1 *«1 
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Satz 41— 44, Definition 16, 15 

III'' " ■ I ■ I < II t 

nach Satz 10 identisch mit dem Gleichongssystem 

welches bekanntlich im Falle jc^J =» und nur in diesem Falle eine 
Lösung in rationalen^ nicht sämtlich verschwindenden a^ hat. 

Satz 43: Wenn cd^, • • •, o„ linear unabhängige Zahlen des Korpers 
sindy so ist jede Zähl a des Körpers von der Gestalt 

(21) «-6ia>, + ... + 6„cD,, 

wo die b rational sind, und zwar sind dann die b eindeutig bestimmt. 

Beweis: 1. Die n + 1 Zahlen o^, • • ', (o^, a sind linear abhängig; 
denn je n + 1 Zahlen ßu ß^} ' ' 'y ßn+i ^®^ Körpers sind linear abhängig, 
weil das zu 

n + l 

2c,ß, =« 0, 





A-Ä,*'-^ 


(l^Ä^n + 1) 


örige System 


n + l 






2d,fi,^0 


(1^?^») 



von n linearen Gleichungen mit w + 1 Unbekannten eine Lösung in 
rationalen, nicht sämtlich verschwindenden Cj^ besitzi. Aus 

folgt aber (21), da c^^^^O ist (weil sonst Oj, • • •, o^ linear abhängig 
wären). 

2. Die Eindeutigkeit folgt aus der Voraussetzung. 

Satz ii*. Es gibt im Körper ein System von n linear unabhängigen 
ganzen Zahlen o^, • • *, co^, so daß in der naeh Satz 43 eindeutig vorhan- 
denen Darstellung (21) jeder gangen Zahl a des Körpers die b ganss rational 
sind; d. h. so daß die Zahl 6iOi +^- • • + &^o„ mit rationalen b dann und 
nur dann ganz ist, wenn die b ganz rational sind. 

Beweis: Für jedes System von n linear unabhängigen ganzen Zah- 
len (Dj, • • *, o„ des Körpers (ein solches gibt es nach Satz 20) ist 
I ^{px, ' ' ', (o^ I nach Satz 39 und 42 eine positive ganze rationale Zahl, 
o,, ••*,©„ seien so gewählt, daß dies positive | ^(oj; • •'•, c»„) | den kleinst- 
möglichen Wert hat. Ich behaupte, daß o^, •• *, o^ den Bedingungen des 
Satzes genügen. Anderenfalls ^be es eine ganze^ Zahl 

a = 61©! + • • • + b^a)„, 
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16 § B' Von den (ügdHraistAen Zahlkörpem, 

in der die rationalen b nicht alle ganz sind. Ohne Beschränkung der All- 
gemeinheit sei b^ nicht ganz^ also b^^^ g + r, wo (^ ganz rational, r rational 
und < r < 1 ist. Dann ist 

Ä «= a — g(Oi ^ rcoi + b^co^ + • • • + 6,cö„ 

ganz. Die Diskriminante der n Zahlen A, cog; • • •, g}^ ist aber nach Satz 4C) 

r tj h'-b^^ 

; 1 ... ^(^^^ , ; .^ ^j ^ r^ ^(^^^ . . .^ ^j. 

.0 ... 1 

es wäre also 

< I ^(Ä, Oj, • • •, ß>«) i < ! ^(coi, (öj, ••>»„)!, 

entgegen der Minimalfestsetzung. 

Definition 17: Jedes System (o^, > - -, cj^ des Satzes 44 heißt eine 
Basis des Körpers, 

Satz 46: Für jede Ba>sis hat ^{p^j • • •, ojJ denselben Wert. 

Beweis: Es seien ©i, • •, ra^ und Ä^, • •, H^ zwei Basen. Nach 
(20) und Satz 42 ist jede der ganzen rationalen Zahlen ^{pi^ - • *; oj, 
^{Sl^y .-., ßj durch die andere teilbar und das Vorzeichen dasselbe. 

Definition 18: Die nach Satz 45 nur vom Korper abhängige ganze 
rationaie Zahl z/ =« ^^((0^^ • • -, wj Äei^^ die Diskriminante oder Grund- 
zahl des Körpers. 

Definition 19: Eine ganze Zahl s des Körpers heiß Einheit^ wenn 

- ganz tst 

Satz 46: Eine ganze ZaM s des Korpers ist Einheit dann und nur 
dann, wenn N(a) ^ ±1 ist. 

Beweis: 1. Aus N{€) - ± 1 folgt, wenn fW die der Zahl in P('0'(*)) 
entsprechende Zahl ist, 

Die linke Seite ist aber nach Satz 19 und 33 das Produkt von s mit einer 

ganzen Zahl. Also ist a Einheit 

2. Ist s Einheit, so ist ' 

«a =- 1, 

wo a eine ganze Zahl des Körpers ist. Daraus folgt in P(d-(*)) 

«<*)«(*) « 1, 

also durch Multiplikation über h 

N(s)'N{a)^V 

1 ist hier in zwei ganze rationale Faktoren zerlegt Also ist N{a) ^±1. 
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Satz 45-53, Definition 17-^31, 1.7 

Satz il: Ist 6 Einheit des Körpers^ so ist es auch —. 

Beweis: — . a « 1. 

Satz 48: Sind e und r^ Einheiten des Körpers^ so ist sr^ aucJi eine. 
Beweis: sa — 1, ly/J = 1, «i? • a/3 « 1. 

Satz 49: Sind £,, - - -, b^ Einheiten des Körpers^ a,, • • •, a^ ganz 
rational, so ist «^' • • s^*" eine Einheit des Körpers. 
Beweis: Folgt aas Satz 47 und 48. 
Definition 20: Eine ganze, von verschiedene Zahl a des Körpers 

heiß zu ß assoziiert, wenn - = s eine Einheit des Körpers ist. (Eo ipso 

ist dann ß ganz, zum Körper gehörig und =^0.) 

Satz 50: Jede ganze Zahl a + des Körpers ist sich selbst assoziiert. 

Beweis: a «- « • 1. 

Satz 61: Ist a zu ß assoziiert, so ist ß zu a assoziiert. 

Beweis: ? « £, -^ = ^ und Satz 47. 

Satz 52 : Sind a, ß sowie ß, y assoziiert, so sind a, y assoziiert. 
Beweis: ß ^ as, y ^ ßf], y =» aerj und Satz 48. 

§ 4. Ton den Idealen. 

Definition 21: Es sei von jetzt an ein Körper nten Grades P('9^) fest 
gegeben. Wenn a^, • • •, «^ feste ganze Zahlen des Körpers sind, die nicht 
sämüich verschwinden (q ^ 1), heißt die Menge der Zählen, welche auf min- 
destens eine Art in der Form 

da/rsteUbar sind, wo die tj ganze Zahlen des Körpars sind, ein Ideal. Eo 
ipso sind alle Zahlen des Ideals ganze Zahlen des Körpers. Bezeichnung^): 

a « [«1, • • ., €c]. 
Satz 53: Sind ' 

a « K, . . ., a^l 6 = [ß„ . . ., ß,] 

zwei Ideale, so ist 

a = 6 
dann und nu/r dann^ wenn jedes 



1) Eine YerwechBlnng (im Falle 9 es 1) mit der fSr reelle y als größte ganze 
Zabl < y definierten Funktion [y] igt wohl nicht zu befürchten. 
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18 §4, Van den Idealen, 



und jedes ^ 

mit ganzen % X im Körper ist. 
Beweis: Aus (22) folgt 

9 r q r 

Qal Asl Qsl R^l 

mit ganzen k und umgeTcehrt, 

Satz 64: Bas Ideal a « [a^^ • • •, a^ ändert sich nichty wenn in der 
eckigen Klammer die Elemente beliebig geordnet, wenn mehrfach auftretende 
Elemente nur einmal beOxihalten und wenn Nullen weggelassen werden. 

Beweis: Folgt aus der Definition oder Satz 53. 

Satz 65: Sind a und ß Zahlen des Ideals o, so ist'es auch a + ß 
und a — ß. 

Beweis: a = [^^j, • • •, a^], 

^±ß-2i%±^^^q' 

Satz 66: Ist a eine ZcM des Ideals % t] irgend eine ganze Zahl des 
Körpers, so ist via Zahl des Ideals a. 

Beweis: a — ^ij^a^, 

Definition 22: Ein Ideal heißt Hauptideal, wenn es in der Form [a] 
geschrieben werden Jcann, d. h aus den durch eine feste ganze Zahl + O teil- 
baren ganzen Zahlen des Körpers besteht 

Satz 67: Zwei Hauptideale \a\ und \ß\ sind dann und rmr dann 
gleich, wenn a und ß assoziiert sind. 

Beweis: 1. Aus M »[/?] folgte daß ß durch cc teilbar und a durch ß 
teilbar ist: ß ^ as, a^ /Siy, ß ^ ßerj, l ^ st], s Einheit. 

2. Aus ß^aa, B Einheit, folgt, daß ß durch a teilbar, a durch ß teilbar, 
also [a\ = [fi] ist. 

Definition 23: Bas Hauptideal [1], welches aus allen ganzen Zahlen 
des Körpers besteht, heißt Einheitsideal und werde mit o bezeichnä, 

Satz 68: Es ist [es] -' o da^n und nur dann, wenn a Einheit ist. 
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Satz 54— 6:^. Btßnüion 22^26. 19 

I 

Beweis: Nach Satz 57 hat a zu 1 assoziiert^ d. h. o; «>= 1 • € » £ zu 
sein^ wo « eine Einheit ist. 

Satz 59: Es seien ewei Ideale 

(23) a -[«!,... ,«J,b»[^i,...,/5J 
gegeben. Das Ideal 

(24) [«lA, . . ., a^/Ji, «i/?,, • • •, a^/J„ • • •, a^/Jj, 
welches aUe Zahlen der Gestalt 

q r 

umfaßt, ist von der Schreibweise (23) der Ideale a, 6 unabhängig. 

Beweis: (24) ist ein Ideal, da nicht alle a^/S^ verschwinden. Aus 

folgt 

mit ganzen ii, woraus aus Symmetriegründen nach Satz 53 die Behauptung 

folgt. 

Definition 24: Bas nach Satz 59 nur von a und 6 abhängige Ideal 
(24) heißt Produkt von o mi^ 6. Bezeichnung: 

a ' 6 oder ai. 
Satz 60: ab =» 6a. 
Beweis: Klar. 
Satz 61: (ab)c^a(6c). 
Beweis: Ist 

a - [oj, . . ., aj, i^\ßir"f ßrl c » [yi, • • •, yj, 
so stellen offenbar beide Seiten der Behauptung das Ideal 

dar. 

Satz 62 : Bas FroduM mehrerer Ideale a^ , Oj , • • , a^ is^ von der Beihen- 
folge der Faktoren und der sukzessiven Multiplikationen unabhängig. Be- 
zeichnung: 

Oia,...a^. 

Beweis: Folgt aus Satz 60 und 61. 

Definition 25: Für positives ganzes rationales m bedeute a^ das Pro- 
dukt aa a von m Faktoren. Femer bedeute a® das Einheitsideal o. 
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20 § ^' Van den Primideälen, 



Satz 68: a'»o'-a'»+', 

(ab)"» = a'"b"*, 

wo m^O^l^O, a und 6 IdecUe sind. 

Beweis: Klar. 

Definition 26: Das Ideal b ist durch das Ideal a teiUbar, a teüt hy 
a ist ein Teiler von 6, wenn es mindestens ein Ideal c gibt, so daß 

b «= ac 
ist. Bezeichnung: 

a|b. 

Satz 64: Aus a|b, \>\\> folgt (i\\>. 
Beweis: b =» ac, b =• bc, b = a- cc. 
Satz 65: Für jedes aist d\a und a | a. 
Beweis: Für a = [a^, • • •, aj ist 

§ 5. Ton den Primidealen. 

Definition 27: -Em t;on o verschiedenes Idealy das nur durch o und 
sich selbst teilbar ist, heißt Primideal.^) 

Definition 28: 'Zwei Ideale heißen teuer fremd, wenn o das einzige 
Ideal ist, dwrch das beide teilbar sind}) 

Satz 66: I^ p ein Primideal, a ein Ideal, so ist entweder p | a oder 
p, a sind teilerfremd. 

Beweis: p und a können als gemeinsame Teiler nur p oder o haben. 

Satz 67 : Eine positive ganze rationale Zahl a gehört nur endlich vielen 
Idealen an. 

Beweis: (Oi,'-, co^ sei eine fest gewählte Basis des Körpers. Jede 
ganze Zahl des Körpers hat die Gestalt 

wo die g ganz rational sind. Wenn nun die g durch a dividiert werden, 

wo die q, k ganz rational sind, so ist 

n n n 

«1=1 m ST l Wl SS 1 



1) Ob es 80 etwas gibt, braucht im Moment nicht entschieden zu werden. 
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Sau €3-^68. DefimHon 26--28. 21 

n 

WO y ganz ist und ß ^^^kf^o^ bei festem a nur einem endlichen .Werie- 

m=l 

Yorrat angehört. 

Wenn nun a dem Ideal 

angehört, werde die obige Überlegung auf c; »- o^, • • •, a = a^ angewendet: 

« [y^a + A, • • •, y,a + /S,]. 
Nach Satz 53 ist, da a dem Ideal angehört, 

a « bi« + /»!,•• •, n« + ft> «] = [/*i^ • • 'f fiv ^]- 

Wenn hierin nach Satz 54 die mehrfach auftretenden ß nur einmal ge- 
schrieben werden, so steht rechts (bei festem a) ein Ideal aus einem end- 
lichen Idealvorrat, nach dem oben über ß Bemerkten. 

Satz 68: Zu jedem Ideal a gibt es ein Ideal 6, so daß ab ein Haupt- 
ideal ist und zwar ein solches [a], wo a eine positive ganze rationale Zahl ist. 

Beweis: Es werde a «= [a„ «^i_i; • • •, «o] geschrieben, wo a, + ist. 
Diesem Ideal werde im Sinne des Satzes 30 die Funktion 

g(x) - a,«^ H + 0^0 

zugeordnet, und es werde eine ganze rationale Funktion h(x) durch 

n 

gix)h(x) = n{r,{f^,)^ + • • • + ro(^p) 

definiert, wo die ^^ die zu ^ konjugierten Zahlen sind und a^ » ^^('^) 
im Sinne des Satzes 32 ist. Die Koeffizienten Ton g{x)h{x) sind rational 
nach dem Satz über symmetrische Funktionen; sie sind nach Satz 23 
ganz, da die ^'j^C'^,) nach Satz 33 zu Uj konjugiert, also nach Satz 19 
ganz sind. Es ist also 

g{x)h{x) - c,^.^ä;'+"* + h ^o 

mit ganzen rationalen c. Demnach gehören nach dem Algorithmus der 
Division die Koeffizienten ß Ton 

* W - ßm^"' + • • • + /5o 

zum Körper JP{9)y und sie sind nach Satz 23 ganz, weil es die ^^(^j) sind. 
Hierbei fst m == (w — 1)? und ß^ + 0, weil die r^{^^ zu a, konjugiert, 
also nicht sind. 

Ich verstehe nun unter 6 das Ideal 

und behaupte 

ab«[a], 
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§ 5. Von den Urimidealen, 



wo a der positiye größte gemeinsame Teiler der ganzen rationalen Zahlen 
^i+m? '"9^ ^' Hierzu braucht nach Satz 53 nur gezeigt zu werden: Erstens 

l m 

mit ganzen ij^ % des Körpers. 

Ersteres folgt daraus^ daß bekanntlich 

ö^ - G^^^c,^^ + • • • + Oo^ 

bei passender Wahl ganzer rationaler C und 

L + M^N 

ist Letzteres daraus, daß nach Satz 30, auf v^a angewendet, a in allen 
Cy also in aUen cCj^ß^^ aufgeht. 

Satz 69: Ist a ein Ideal und y + eine ganee ZaM des Körpers^ 
so ist [y]o die Menge der ganzen Zahlen des Körpers, die durch y ieilba/r 
sind, und deren Quotient durch y dem Ideal a angehört. 

Beweis: Aus a — [«i, • • •, aj folgt 

so daß die Zahlen yon [y]a identisch mit den Zahlen 

riiycc^ + "'+ ri^ya^ = y{i]^cci + '"+ rify) == y« 

sind, wo a zu a gehört. 

Satz 70: Aus Ma -« [y]b folgt a = 6. 

Beweis: Nach Satz 69 sind die Zahlen des Ideals [yla die j^ fachen 
Zahlen von 0, die des Ideals [y]6 die y&chen Zahlen von b. 

Satz 71: Aus 

(25) oc = ab 

c = b. 
jD. A. wenn c durch a teilbar ist, so gibt es genau ein f, so daß 

Beweis: Nach Satz 68 werde 6 so bestimmt, daß 



ist. Aus (25) folgt 



boc — bab, 
[a]c - [a]b. 
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8aU 69^77. 23 



also nach Satz 70 

c — b. 

Satz 72: Wenn a\t ist, so ist jede Zahl wn e eine Zahl von a. 
Beweis: Aus c = ac, a =» [«i, • • •, aj, c — [yj, • • », yj folgt, dafi 
jede Zahl von e die Form hat 

WO die rj^ und die tj^ ganz sind. 

Sats 73: Wenn jede ZaM von e eine Zahl von a ist, so ist a\ e. 
Beweis: 6 werde nach Satz 68 so bestimmt^ daß 

ab « [a] 

ist. Jede Zahl Ton eb ist Zahl von ab, da wegen a \ e aus 

- [«1, • • •, «J, b « [/Jj, • • •, /JJ, c - [fii, . . ., «J 

folgt. Jede Zahl von eb ist also durch a teilbar. Wird 

eb«[*i,-.-,*J 
gesetzt, so ist jedes d durch a teilbar, also mit ganzen ^i^ - -*; y« 
eb = [ayi, • . •, ayj - [a][yi, • • -, yj « a[yi, • • •, yjb, 

also nach Satz 71 

e - a[yi, • • •, yj, 

a|e. 

Satz 74: Aus a \ o folgt a »= o. 

Beweis: Nach Satz 72 gehört jede Zahl von o, also jede ganze Zahl 
des Körpers, zu a. 

Satz 76: Jedes Ideal a hat nur endlich viele Teiler. 
Beweis: Nach Satz 68 werde b so gewählt, daß 

ab = [a] 

ist. Aus c I a folgt c I [a] nach Satz 64; nach Satz 72 gehört also a zu C; 
aus Satz 67 folgt also die Behauptung. 

Satz 76: Ist a^ ch und b 4= ^^ ^^ f^<^^ c weniger Teiler als a. 

Beweis: Jeder Teiler yon c ist nach Satz 64 ein Teiler von a. Femer 
ist a selbst ein Teiler von a, aber nicht yon c; denn aus a | C würde folgen: 
c — ac ^ c • bc, c • — c • be, — bc, b 1 0, b — 0. 

Satz 77: Jedes Ideal a -f o ^ durch ein Frimideal teObar, (Also 
gibt es wenigstens ein Primideal.) : 
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24 § S* Van den Primidealm. 



Beweis: Unter allen Teilern yon a, die + sind^ sei c einer mit der 
kleinsten Teilerzahl. Dann ist c Primideal; denn sonst wäre c » be, wo 
b 4> 0/ e 4* ist, also e ein Teiler von a, der 4* wäre und nach Satz 76 
weniger Teiler hätte als c. 

Satz 78: Jedes Ideal a + o, das nickt sähst Primideal ist, ist als 
Produkt von zwei oder mehr Primidealen darstellbar. 

Beweis: a habe h Teiler, wo nach Voraussetzung 2; ^ 3 ist. Es sei 
bis zu Z; — 1 der Satz bewiesen. Nach Satz 77 ist a — pb, wo 1) Primi- 
deal ist, und b + nach Satz 76 höchstens k— l Teiler hat. b ist daher 
entweder Primideal oder Produkt von Primidealen; also ist a Produkt 
von Primidealen. 

Satz 79: Sind a,b zwei Ideale, so gibt es ein und nur ein Ideal b, 
so daß erstens 

(26) bja, b,b 

ist, zweitens aus 

(27) ca, c|b 
folgt: 

(28) e-b. 

Beweis: 1. Es sei a — [a^, • • •, aj, b « [ft, • • •, /3J. Das Ideal 

(29) b»K,...,a,,A,...,ft.] 

hat die gewünschten Eigenschaften. Denn erstens ist jede Zahl von a 

q q r 

e=i Q=i Ä=i 

also zu b gehörige ebenso jede Zahl von b; aus Satz 73 folgt daher (26). 

Zweitens folgt aus (27), daß jedes ^vj^a^ zu c gehört, ebenso jedes 

Q = l 

r q r 

^A^/3^, also nach Satz 55 jedes ^Vq% + ^K^rj ^- ^* J®^® "^^^ ^^^ 

b; aus Satz .73 folgt daher (28). 

2. Daß nur ein b den Bedingungen des Satzes genügt, folgt daraus, 
daß im Falle zweier bi,bj aus bijbj, bjlb^ folgt: bj^fb^, bj «- gb^, 
l>i--f8b^, o = fg, f-o, bi-bj. 

Definition 29: Bas b des Satzes 79 heißt der größte gemeinsame 
THler von a und b. 

Satz 80: Sind a und b teuer fremd (Definition 28^, so ist ihr größter 
gemeinsamer Teiler p und umgekehrt. 
. : Beweis: Klar. 
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Satz 78—84. Definition 29. 25 



Satz 81: )> sei ein Frimideal. Es sei p | q6. Dann ist p\a oder p \ b 
oder beides. 

Beweis: Es werde angenommen, daß 1) | ab ist, aber p nicht a teilt, 
also nach Satz 66 zu a teiler&emd ist. Dann wird p \ 6 behauptet. Nach 
(29) und Satz 80 ist, 

a « [Ol,... ,aj,t) «[«!,... ,;rj 
gesetzt, 

Also ist, da 1 im Ideal o vorkoinmt, 

q r 

wo a zu a, jjc zu <) gdiört. Für jede Zahl ß von b == [/Si, • • •, /JJ ist also 

ß^aß + 7tß, 

ocß gehört zu ab (da jedes a^ß^j zu ab gehört), also wegen J) | ab zu <); 
^ß gehört nach Satz 56 zu p; /3 gehört also nach Satz 55 zu p. Also 
ist p I b nach Satz 73. 

Satz 82: p sei ein Primideal Es sei p j ttj • • • a^. Dann teilt p 
wenigstens eines der Ideale dir "y^m- 

Beweis: Klar nach Satz 81. 

Satz S%: p sei ein Frimideal, p^, -"yPm ^«*^*- Es sei plp^-- p^. 
Dann ist p gleich wenigstens einem der Primideäle pi, • • •, p^. 
- Beweis: Nach Satz 82 teilt p eiu p^,. p^^ hat nur die Teiler o und 
pj^j p ist nicht o, ist also gleich p^^. 

Satz 84: (Hauptsatz der Idealtheorie) : Jedes von o verschiedene 
Ideal a läßt sich, abgesehen von der Beihenfolge der Faktoren, nur auf eine 
Weise als Produkt von Primidealen darstellen. 

Beweis: Behauptet wird, daß aus 

(^^) Pi • • • Pm = qi • • • qi; 

wo w ^ 1, Z ^ 1 ist, die p und die q Primideale sind, folgt: es ist m^l, 
und abgesehen von der Reihenfolge sind die p gleich den q (wobei iden- 
tische Faktoren also auf beiden Seiten gleich oft auftreten müssen). Der 
gemeinsame Wert a beider Seiten von (30) habe k Teiler; dann ist *^ 2. 
Für i = 2 ist a Primideal, also m « Z = 1, p^ « q^ . Bis & — 1 sei alles 
schon bewiesen; dann folgt es bei ifc > 3 so: Nach Satz 83 ist q^ gleich 
einem p^. Wird b durch a = pj^b«qib definiert, so hat b nach Satz 76 
höchstens k — 1 Teiler, und aus 

6 =" *Ji • • • K-iPm+i • • • Pm« q« • • • q» 

Land an, Theorie der algebraiiohen Zahlen. ^ 
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26 § 6. Von den Normen der Ideale. 

folgt erstens m — 1 » 2 — 1^ also m « Z; zweitens^ daß abgesehen von 
der Reihenfolge p^, • • -, p^^^^, p^^^, •••,<)„ gleich q,, • • -, q, sind, womit 
w^en p^ = q^ alles bewiesen ist. 

Satz 86 : Jedes Ideal a + oist, abgesehen von der Reihenfolge der Prim- 
idealpotenßeny eindeutig von der Gestalt pf'p^ • • • P^> wo r'^1, die p ver- 
schiedene Primideale, die a positive ganze rationale Zahlen sind. 

Beweis: Folgt unmittelbar aus Satz 78 und 84. 

§ 6. Ton den Nonnen der Ideale. 

Definition 30: Eine Zahl u heißt durch das Ideal a teilbar y wenn a 
eine Zahl des Ideals (also dann gewiß eine ganze Zahl des Körpers) ist, 
d. h. wenn entweder a = oder a | [«] ist. Bezeichnung: 

Satz 86: Ist a ein HauptideoU \ß\ so ist (i\a dann und nur dann, 
wenn ß\a im Sinne der Definition 11 ist. 

Beweis: Wenn ß\a ist, so ist a zu [ß] gehörig und umgekehrt. 

Definition 81 : Eine ganze ZaM fi des Körpers heißt der ganzen Zahl 
V des Körpers kongruent modülo a, wenn 

a|ffr — v 
ist. Bezeichnung: 

ffr = 1/ (mod a). 

Satz 87: ii^ ii (mod a). 

Beweis: a 1 0. 

Satz 88: Aus (i = v (mod a) folgt v = (i (mod a). 

Beweis: a |/t — v, a | (— 1) (/i — v), a | v — ft. 

Satz 89: Aus ft = i/ (moda), v = q (moda) folgt fi = Q (modja). 

Beweis: a | ft — i/, a\v — q, Ci\(i^ — v) + (v — q), a | ft — 9. 

Satz 90: Aus /m = 1/ (mod a), c | a folgt 11 = v (mod c). 

Beweis: [i — v gehört zu a, also a fortiori zu c. 

Satz 91: Die Anzahl der Klassen Jcongruenter Zahlen, in die auf 
Grund der Sätze 87 — 89 alle ganzen Zahlen des Körpers modulo eines 
Ideals a zerfaUen, ist endlich. 

Beweis: Nach Satz 68 werde i so bestimmt, daß ab = [a] ist. Aus 
/* = v (mod [a]) folgt ft = 1/ (mod a) nach Satz 90. Die Klassenzahl mod [a] 
ist aber bereits endlich; denn beim Beweise von Satz 67 war in jetziger 
Ausdrucksweise konstatiert, daß mod [a] jede ganze Zahl des Körpers 

n 

einer der a** Zahlen ^Ä;^©^, ^ i^ < a, kongruent ist. Die Klassenzahl 
mod a ist also a fortiori endlich. 
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Satg8ö'''96. Definüiim SOS». 27 

Deflnitioii 82: Die nadi Säte 91 endUdie KlassenzaM heiß Norm 
des IdedU du Bezeichnung: 

N{a), kürzer Na. 

Sats 92: Aus (t = v (mod a), p = ^ (mod a) folgt 
(1 + Q = v + tf (mod a), 
jii — p = 1/ — tf (mod o). 

Beweis: a|ft-i/,a|p-<y,a|(ft-v)±(p-<y),a|Oi±p)-(i/±tf). 

Satz 93: Aus ^=v (mod a) fdl^f wenn t eine ganze Zähl des Körpers 
ist, iit = vt (mod o). 

Beweis: a\ii — v, a [(/* — v)ty o | ftr — vt. 

Satz 94: Aus ii^v (mod o), p = tf (mod a) folgt [iq = vö (mod o). 

Beweis: Es ist nach dem yorigen Satz |iip=i/p^ vQ^vtf, also fiQ^vö 
nach Satz 89. 

Satz 96: JEs ist Na = l für a=-== o und nur hierfür. 

Beweis: ^a »« 1 besagt^ daß alle ganzen Zahlen des Körpers ein- 
ander kongraent sind, also jede = ist^ d. h. zu a gehört. 

Satz 96: N{ap) = NaNp, wenn p ein Primideal ist. 

Beweis: Es ist a \ ap; aber nicht a » af). Es gibt also ein a, so daß 

a\a, 

aber a nicht durch aj) teilbar ist. Daher ist a + 0, a | [a] und, [«] = ab 
gesetzt, 6 zu )) teilerfremd (da sonst p 1 6, ap | ab, a)) | [a], ap\a wäre). 

^^""^ A A n -n 

je ein Beprasentantensystem aller Klassen mod a und mod p. Ich be- 
haupte, die NaNp ZaMen 

«7Tj + v^„, l^h^Np, l^m^-RTa, 

sind zu je zweien inkongruent modulo dp (also gewiß yerschieden), und jede 
ganze Zahl des Körpers ist einer von ihnen kongruent mod dp. Damit 
wird bewiesen sein, daß es mod dp genau ^a^)) Klassen gibt, wie im 
Satz behauptet. 

1. Aus 
(31) uHj, + A^^an,, + A^, (mod ap\ 

wo die Indizes dem Intervalle 1, • • -^ Np bzw. 1, • • •, ^a angehören, folgt 
nach Satz 90 

«^^» + ^«, = «^fe' + -^m^ (mod a), 

also nach Satz 92 

^m = ^m^ (mod ö), 



»• «« m . 



s« 
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28 § ^- Vo^ <^ formen der Ideale. 

(31) gibt nunmehr nach Säte 92 

allj^ = a jf7;fc, (mod op); 
demnach ist 

Wäre h ^ i', so wäre ü^ — IIj^, nicht durch p teilbar, also [ü^ — ■ //^J za 
p teilerfiremd; ans 

folgte also 

ap I ab [iI,-JI,J, 

entgegen der Tatsache, daß 6 zu p teiler&emd ist. 

2. (o sei eine beliebige ganze Zahl des Körpers. Dann ist fQr ein m 

(o^J^ + a^, 

wo a\ai ist. Weil b zu )) teilerfremd ist, ist a der größte gemeinsame 
Teiler Ton ab » [a] und ap. (Denn a ist ein gemeinsamer Teiler, und der 
größte gemeinsame Teiler ist a c, wo ac in ab und ap, also c in b und p 
aufgeht, also c » ist.) Daher ist nach (29) 

wo 71 eine ganze Zahl des Körpers ist, und [i^ zu ap gehört. Nun ist 
för ein h 

also 

« =- -^«i + ^« + f*i === -^m + ß*a + «1« + ^1, 
also, da ^^a zu ap gehört, 

q. e. d. 

Satz 97: JV(ab) = JVaiVb. 

Beweis: Für b =» o ist dies nach Satz 95 trivial, für ein Primideal 
b durch Satz 96 bewiesen, b sei also ein Produkt von m > 1 Primidealen, 
und der Satz sei in allen Fällen bewiesen, wo b Produkt von wi — 1 
Primidealen ist. Aus b = pc, wo c Produkt von m — 1 Primidealen 
ist, folgt 

N(ab) « N(ap • c) = N(ap)Nc ^Na-Np-Nc^ NaN(pz) - NaNb. 
Satz 98: Für ganzes rationales a>0 ist N\a] = a*. y 
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Saie 97-^99, 



Beweis: Beim Beweise des Satzes 67 kam vor, daß jede ganze Zahl 

n 

des Körpers mod [a] kongruent mindestens einer der a" ZaiAen^k^oD^y 

m = l 

0^k^<a ist. Diese a" Zahlen sind aber inkongruent. Denn aus 



WO auch ^ J^ < a ist, folgt 

i'(*«-*;)«'«^0(mod[a]); 

171 = 1 

also ist 

msi 

ganz; da die a> eine Basis des Körpers bilden, sind also die -^ ~ 

ganz, also h^ = 1c ^ für 1 < w < n. 

Satz 99: a sei ein Ideal oder auch nur irgend eine nicht (Mein aus 
der Zahl bestellende Menge von ganzen ZaMen des Körpers, welche die 
Eigenschaften hat: mit a und ß gehören a + fi und cc — ß zur Menge^ und 
mit a gehört r^a, wo rj irgend eine ganze Zahl des Körpers ist, zur Menge, 
Dann läßt sich in a ein System von n linear unabhängigen Zahlen a^, • • *, o;^ 
derart ausfindig machen, daß in der nach Satz 43 vorhandenen JDarsteUwng 

(32) «=-Vi + v + M« 

jeder Zahl des Körpers mit rationalen Ä, falls a zu a gehört, die h ganz 
sind; so daß also a der Inbegriff der Zahlen (32) mit ganzen rationalen 
h ist. 

Beweis: Es gibt in a ein System von n linear unabhängigen Zahlen; 
denn wenn a irgend eine Zahl + von a und rj^, . . ., i?„ irgend ein Sy- 
stem Von n linear unabhängigen ganzen Zahlen des Körpers ist, so ist 
aiji, aijg, • • •, ccfj^ ein solches System. Unter allen Systemen von n linear 
unabhängigen Zahlen a^, • • •, a„ in a wähle ich eines, wo\^(a^,' ",a^\ 
möglichst klein ist. Ich behaupte, diese Zahlen a^, * * -; ^n g^^^ügen den 
Bedingungen des Satzes. Andernfalls gäbe es in a eine Zahl 

« = *!«, + ... + V«; 

WO die h rational, aber nicht aUe ganz sind. Es sei etwa h^ nicht ganz, 
also \^ g + r, wo g ganz rational, r rational und < r < 1 ist. Dann ist 
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so § €' Van den Normen der Ideale. 



zu a gehörig. Nun ist nach Satz 40 



1 . • . 
00... 1 



^(«1. •••.««) -^^(«11 ••.«.)! 



also 

< I ^(^,«„ . • ., Ol < I ^(«i> • • •, «Jl, 

entgegen der Minimalfestsetzung. 

Satz 100: Jede nicht allein aus der ZaM bestehende Menge a von 
gangen Zahlen des Körpers mit den in Säte 99 genamiien Eigenschaften 
ist ein Ideai. 

Beweis: Werden cc^,''',a^ nach Satz 99 gewählt, so ist a gleich 
dem Ideal 

[«u • • •; «J; 

denn nach jenem Satz hat jede Zahl von a die Gestalt ^^a^ H h h^a^ 

mit ganzen rationalen %, und ij^cc^ + * * * + Vn^nf ^^ ^^^ ^ ganze Zahlen 
des Körpers sind^ ist nach Definition der Menge eine Zahl yon a. 

Definition 33: a sei ein Ideal. Jedes System a^,- -^a^des Satees 99 
heißt eine Basis des Ideals a. Die Korperbasis aus Definition 17 ist also 
Basis des Einheitsideals. 

Satz 101: Für jede Basis cc^y- - -, «, von a hat ^(a^, - • •, aj den- 
selben Wert, 

Beweis: Sind a^f* - -, cc^ und ji^^ — -, A^ Basen, so ist nach (20) 
jede der Zahlen -^(«i, • • •, aj und ^(^i, • • •, A^ durch die andere teil- 
bar und das Vorzeichen dasselbe. 

Satz 102: Ist to^^ * ^ <»„ ^^^ Körperbasis, so hat a eine Basis der 
Gestalt: 

WO die a ganz rational^ ^ny^ny ' * '^ ^«n > ^ ****^- 

Beweis: Für jedes m der Reihe 1 ^ m ^ n yerstehe ich unter a^^ 
die kleinste positive ganze rationale Zahl, so daß im Ideal a eine Zahl 

vorkommt. (Das gibt es; denn im Ideal kommt der absolute Betrag der Norm 
jeder 2iahl a desselben vor, als Multiplum von a; also kommt dort eine posi- 
tive ganze rationale Zahl a vor, also die Zahl aco^.) Dann bilden die 
*^m(l ^ *^ ^ *•) ®^® Basis- 
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Satz 100—103. DefmiHon 33, 31 

Denn erstens sind cc^,-- ',a^ linear anabhangig wegen 
ö^i --.O « 



(33)z/K,...,aJ. 



ajia„...0 



»»i»«a- 



^(G>ir-,ß'J=(aii...a,J«^(©i,...,cDj+0. 



Zweitens sei a eine Zahl yon a; dann ist 

« - »liöl + • • • + &„©n 
mit ganzen rationalen b. Es werde b^ durch a^„ dividiert: 

Dann gehört 

« ~ Ä»«« - *>! + • • • + 6;,-i««-i + r^G}^ 

(wo die &' ganz rational sind) za a; nach Definition von a^^ ist also r^ » 0, 

Hierin ist ebenso ft^^j dnrch a,_i^„_i teilbar: 

«^ - *««« - Ä—i««-! - ^>i + • • + Caß»«-2. 
usf. bis zu 

mit ganzen rationalen h. 

Satz 103: 2>J6 nach SaU 101 ntir von a abhängige Zahl ^(a^y * * -; O 
is^ {Nayj, wo A die Chrundjsahl des Körpers ist. 

Beweis: Für die beim Beweise von Satz 102 vorkommende Basis er- 
gibt sich nach (33) 

es genügt also, 

zu zeigen. Und hierfür genügt es zu zeigen, daß die a^^^a^^ * • • a^^ Zahlen 

ri©! + • • + r^««, 0<r^<a^^f^l<m<n, 

inkongruent sind, aber alle Klassen mod a repräsentieren. 
1. Aus 

^1©! H h r^(On ^ ^1 ö>i H h r^cD„(mod o) 

(wo auch < r; < a^J folgt 



msl 

± J'(r«. - O«» + I r. - r: I «D, s (mod o), 



msl 
n-1 
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82 § ^' V<^ ^^ Normen der IdeäU. 

also nach Definition Ton a.« 

hieraus ebenso weiter 

2. Jede ganze Zahl rj des Körpers hat die Gestalt 

mit ganzen rationalen b; wenn h^ durch a„^ diridiert wird^ 

K'-K^nn+^nf ^ r, < a^^, 

so ist 

V - *««n = 6>, 4- • • • + 6;-.iCo„_i + ^fi>„ 
usf. bis zu 

n-K^n Äi«! « r^cDi + . . . + r„(D., ^ r^ < a^„, 

iy = rjCDi + • • • + r^ai^(mod a). 

Satz 104: Ist a^y* * *, a„ ein^ Basis des Ideals a tiikl (Dj , • • -^ a)„ etn^ 

J%töis Je« KarperSy also 

1» 

SO ist die Determinante 

Beweis: ^(«i, • • •; O == I ^*i i*-^ ^^^ Satz 103. 
. Satz 105: Ist a + eine ganee Zahl des Körpers^ so ist 

N[a-]^\Nal 

wo Na die Bedeutimg aus Definition 14 hat. 

Beweis: Ist cd^, • • *, gi„ eine Basis des Körpers^ so ist o£Fenbar acD^, • • *, 
a(o^ eine Basis des Ideals [a], da dieses sich mit dem WertcTorrat 

aih^o^ H h Ä^coJ = Äjacoi H \- h^a(o^ (wo die h ganz rational sind) 

deckt. Nun ist mit ganzen rationalen c 

(34) ao}^ --^Cj^ifOn 

i 

hierin ist nach Satz 104 

Andererseits folgt aus (34), wenn a^^ ©jp die im Körper P(^i) aus a, o^ 
entstehenden Zahlen sind, 

m 

also nach dem Multiplikationstheorem der Determinanten 
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Satt 104—108. DefmMon 84. 33 

die linke Seite ist aber 

aW...a(")|a>i')|=JVa|(Di«)|; 

^^^"^ la,iO| + 0- 

ist daher _ , , 

\Na\^\±N[a\\^N[al 

Satz 106: Jedes FrimideaU p teilt genau eine Primzahl p. (Also gibt 
es unendlich viele Primideale})) 

Beweis: 1. Die kleinste positiye ganze rationale durch p teilbare 
Zahl ist Primzahl. Denn aus ^r =- 1 würde )) 1 1, p | o folgen; aus =» e^e^, 
^1 > 1; J0^2 > 1 würde folgen p \ [sSiZ^y p \ [i^JM» ^^^ ^^^ Satz 81 ent- 
weder )) I \ß^y p I Zy^ oder p\z^- oder beides. )) teilt also mindestens diese 
PrimziJil p. 

2. Jede ganze rationale Zahl Zy in der p aufgeht, ist durch dies p 
teilbar; denn aus ;er = g|) + r, 0<r<p würde folgen, daß g — qp^^^r 
in p Torkommt, also p die Zahl r teilt. Also teilt p nur eine Primzahl. 

Satz 107: Wenn p im Sinne des Salzes 106 zwr PrimzaM p gehört, 

WO f eine Zahl des IntervaUes ^<f<n ist. 

Beweis: Aus p \p folgt |i>] « pa, also nach Satz 96 oder 97 

nach Satz 98 oder 105 ist Nipl =-l>"; ^p ist also ein von 1 verschie- 
dener positiver ganzer rationaler Teiler von p^, 

Definition 34: Wenn f die Zahl des Salzes 107 ist, heißt p Prim- 
ideal ften Grades, 

Satz 108: Es gibt nwr endlich viele Ideale fester Norm. D. h. die 
Lösungszähl von Na '^m ist eine von dem Körper und von m abhängige 
ganze rationale Zahl ^ 0. 

Beweis: Ist Na = m und ß^,- - -, ß^ ein Repräsentantensystem der 
m Klassen mod a, so ist oflfenbar /5i + 1, • • •, /J^ + ^ *^^^ eines; daher 
ist nach Satz 92 

ßl + '-+ßm^{ßl + i) + -" + (ßn.+ T^) (mod a) , 

= w (mod a), 

so daß a in m aufgeht und nach Satz 67 bei festem m nur endlich viele 
Werte hat. 



1) Bekanntlich gibt es ja unendlich viele Primzahlen. Denn nach Annahme 
irgend welcher Primzahlen Pn fti • • •, 1>9 ist die Zahl PiP^-'-Pq-^-t durch keine 
derselben teilbar; sie enthält also eine von jenen verschiedene Primzahl. 
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34 § 7. HüfBsättm über lineare Funiüonen. 

§ 7. HilfssStze ttber lineare Funktionen. 

Definition 35: In diesem Paragraphen — der nidits van algebrc^ 
ischen Zählen^ Körpern und IdecUen mfhält — bedeute Farm eine homogene 
lineare Funktion van n Variabein t«,, später x^O- :^l^n) mit ganzen ra- 
tionalen Kaeffigienten. Es seien 

(35) /i-J«».«,- (1^*<«) 

n feste Farmen und die Determinante 

^ = l«*,i>0. 
Dann heiß eine Farm q> einer Farm ^ Jcongruent nach dem Madulsystem 
fi} ' ' '> fny ^^^^ ^ passender Wahl ganzer rationaler t?i, • • •, », 

k = l 

ist. Bezeichnung: . jj ^x 

y — ^(modd/i). 

Satz 109: 9^ = 9>. 

Beweis: Klar. 

Satz 110: Ätis 9 ^ ^ folgt ^^tp. 

Beweis: Klar. 

Satz 111: Aus tp^il^y ^^% folgt 9 ^ x* 

Beweis: Klar. 

Satz 112: Die AnzaM der Klassen, in die (modd/]^) alie Farmen 

auf Grund der Sätze 109 — 111 zerfaUen, ist endlich und zwar =- D. 

Beweis: m bedeute eine der Zahlen 1^ • • -^ n. Die Kongruenz 

(36) 2d^,S^0 

ist für d^i =« . . . « d^^TO^i =- 0, d^„= D erfttllt. Denn, wenn -4^, die 
Unterdeterminante Ton a^^, in der Matrix {aj^^ ist, ist 

n n 1» 

Es bedeute nun d^^ die kleinste positive ganze rationale Zahl^ so daß (36) 
bei passender Wahl ganzer rationaler d^^y 9 < ^9 erfüllt ist^ und es werde 



(37) 




9 = 1 


= 9my 


1^ 


m^u, 


gesetzt, Bo 


daß also 


n. a. 








(38) 






9m = 







ist. 
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aatgl09—112. Definition 35. 35 

Ich behaupte zunächst, daß die d^id^^ ' * ^n» Formen 

wo -0 < c^ < d^^ für 1 ^ m ^ M ist, alle Klassen und jede genau einmal 
repräsentieren, so daß die Elassenzahl endlich und »■ ^u^ * - * d«« ist. 
1. Wären zwei dieser FormMi kongruent: 

n \ n 

Ixrl 1=1 

SO folgte aus 

zunächst, daß c^ — c« ist; denn, wäre c„ — c^ > 0, so wäre es < rf^„ gegen 
die Definition Ton rf^^; wäre c^—^c'^ < 0, so wäre durch Torherige Multi- 
plikation mit — 1 der Widerspruch da. Alsdann folgt aus 



ebenso c^_^ — c^ _i, usf. bis zu Cj =• Cj . 

n 

2. Wenn ^ —^Äjtij irgend eine Form ist, so werde h^ durch d^^ 
dividiert: 

Dann ist 

»—1 

Alsdann ebenso bei passender Wahl des ganzen rationalen t^_^ 
usf. bis zu 

(89) ^ - <,Sf„ hOl- <^l^l+ ' " + Cn^nf 

< c^ < d^^ far 1 < m ^ n, 

und die linke Seite von (39) ist s ^. 

Der Satz 112 wird also bewiesen sein, wenn noch 

gezeigt wird. Nun bedeutet (38) ein Gleichung^system 

(40) ft-J"»«/;, 1^*^«», 

J=st 
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36 § 7. HüfasäUe über lineare FunkHanen, 

wo die t; ganz rational sind; femer ist wegen f^^O nach (39) mit ganzen 
rationalen to ^ 

(41) /i -Ä*,</p 1 ^ * ^ w; 

wird d^, — fttr i<i gesetzt^ so ist nach (35), (37), (40) und (41), wenn 
die ronden Klammem Matrizen bezeichnen, einerseits 

(rf*l) == K)(öti); ''Ai\-\^ki\\^ki\f 
andererseits 

(a^,) - (w?4,)(rf„), ia*,i = |w^Hl|diJ, 
also 

i)-|a4j«|u;J|f;j,||a^,| + 0, 

<*«i^---d,„-|d,,|=.±|a,,|-±2), 

wo das obere Zeichen gilt, ^ d^if- - -, dnn ^^^ -^ positiv sind. 
Satz 113: Es seien n Formen 

n 

mi^po^YtVer D^^mmon^ 2) gegd>en. Dann gibt es n gawse rationale^ nicht 
sämUich verschmndende Zahlen x^y - -, x^y so daß für alle k 

ist. 

Beweis: Ich wende den Satz 112 auf die n Formen 

n 

fk -2K^i 

an, deren Determinante auch D ist. Dann ist D die Klassenzahl modd/*^. Wird 
nun r gleich der größten ganzen rationalen Zahl < YD gesetzt, so daß 

r"^D<(r+ 1)« 

ist, so müssen unter den (r + 1)" Formen 

n 

2(^k^k7 ^ c^ ^ r für 1 ^ ifc ^ », 

zwei kongruente vorhanden sein. Ihre Di£Ferenz 

n 

ist eine Form, deren Koeffizienten y^ der Ungleichung | y^^ | ^r ^^I) 
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Säte IIB'-IU. 37 



genügeni ohne sämtlich zu yerschwinden. Die Differenz ist aber = 
(modd fj)\ also ist bei passender Wahl ganzer rationaler x^ 

n n « n 

*«1 1=1 f=l * = 1 

d.h. 



Vk ^2hi^i> 



und die x^ yerschwinden nicht alle^ da es sonst alle y^ täten. 

Satz 114: Sind diehf^^il^Tc^n^ 1 ^ 2 ^ n) belidnge reeUe Zahlen 
mü der Determinante D>Oy so gibt es ganze rationale^ nicht sämüich ver- 
schwindende Xyy SO daß die Zahlen 

(42) y,-2h,x„ 1^*^«, 
den Ungleichungen 

genügen. 

Beweis: 1. Die h seien rational, M der Hauptnenner der von ver- 
schiedenen h. Dann liefert Satz 113, auf die Formen 

« 

e,^2Mbj^,x,^My,, 

1=1 

deren Determinante M^D ist, angewendet, die Existenz eines vom Null- 
punkt verschiedenen Gitterpunktes (Xj^ des n dimensionalen Baumes 
(d. h. eines Systems ganzer rationaler Zahlen a;^, • • •, o;,, die nicht alle ver- 
schwinden), so daß bei 1 ^ Ä ^ n 

also 

ist. 

2. Die b seien bloß reell vorausgesetzt. Dann werde jedes 6^, als 
limfcjf/ einer Folge rationaler Zahlen 6j^*) (ä «» 1, 2, • • •) dargestellt. Da, 

Asee 

die Determinante 

gesetzt, 

(43) Hm2X*) = D 

ist, ist von einer gewissen Stelle an 

(44) DW > :| , 
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38 § 7, Haf89ätee Über lineare Funktionen. 

und die Folgen b^} dürfen so gewählt yorausgesetzt werden, daß (44) schon 
för aUe Ä ^ 1 gut. Wird 

(46) yf) = J^fti^^rcj*) 

gesetzt, so gibt es nach 1. fiir jedes h ein System ganzer rationaler, nicht 
ramtlich yerschwindender af\ so daß 

(46) ll^'^S.V^^^ 

ist. Wegen (43) sind alle | yf^ \ gleichmäßig beschränkt; wegen limbj^^/ » bj^^ 
sind alle Zahlen | b^^ \ gleichmäßig beschränkt. Es sei A so gewählt, daß 

|yi»)|<^,|&iVI<^ 

für aUe h, k, l gilt. Die Auflösung der Gleichungen (45) nach den af^ lie- 
fert jedes x\^^ als Quotienten zweier Determinanten nter Ordnung, wo im 

Zähler jedes Element absolut <-4, und wo, der Nenner D^*) > y ist. 

Daher ist 

(47) a^*M<^". 

2 

Die unendlich yielen Systeme xf^^ (Ä « 1, 2, • • •) repräsentieren nach (47) 
nur endlich yiele yerschiedene; daher gibt es nach (46) ein System ganzer 
rationaler, nicht sämtlich yerschwindender o;,, so daß für unendlich yiele 
A — Äi, Ä^, • • •, Ä^, • • • die durch 

C48) • j4*'>=-i'*iV«, 

1 = 1 

bestimmten yf*^ den Ungleichungen 

genügen. Beim Grenzübergang zu v » oo strebt die rechte Seite yon (48) 

n 

zu^&^j^ ', wird diese Zahl mit y^ bezeichnet, so ist also 
/=i 

yj,\^\]imyfv)\ ^ Um iKD<V « >/ J>. 

9 = 00 «seo 

Satz 115: Unter den Varatissetzungen des ScUees 114 gibt es, wenn 
2>i, • • •, D„ bdidnge positive ZaMen mit dem Produkt D sindy ganee ratio- 
nate, nidU sämtlich verschwindende x^, so daß die durch (42) definierten y^^ 
den Ungleichungen 

(49) l»*I^A (l^*<n) 

genügen. 
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Satz llö'-lie. 



Beweis: Wird 

gesetzt, so gilt, weil die Determinante 

1 I X : D 



1^* 



ist^ nach Satz 114 in einem passend wählbaren vom NuUpankt verschie- 
denen Gitterpunkt des a:-Baumes f&r 'i- ^Jc^n 

d. h. (49). 

Satz 116: Es seien n homogene lineare Funktionen ^i; * ; ^« von 
^1) ' ' '7 ^n ^^^ Tcomplexen Koeffizienten 

n 

gegd^en; die Determinante ly^t,! = JT sei von verschieden. Es freie mit 
jeder nickt reellen Funktion Zj^ auch die mit konjugiert komplexen Koeffieten- 
ten auf. Es seien D^, • • •, 2)„ positive Zahlen, deren Produkt « | F| ist; 
jedem Paar konjugiert komplexer Zj^ möge dabei dasselbe Dj^ entsprechen. 
Dann gibt es ein System ganzer rationaier, nicht sämtlich verschwindender x^, 
90 daß^ 

(ÖO) k»l<A (l<:t<n) 

ist. 

Beweis: Die Numerierung darf so gewählt werden, daß erst die r^ 
reellen z und dann je hintereinander die r, Paare nicht reeller kommen 
(^1 ^ 0, r, ^ 0, r, + 2r, = w): 

^1» • * 'f^rif ^rx + l+ Zr^ + ii, Zr^ + i — Zr^ + ii, ' • •, Zn-l+Zniy Zn^f—Znif 

WO 01, • • •, Zr^f Zr^+iy ' ", Zn homogcnc lineare Punktionen mit reellen 
Koeffizienten sind. Ich behaupte, daß die Determinante der n reellen 
Funktionen z^, - - -, Zr^, ]/2Zrj+i, • • •, ]/2 Z« nicht verschwindet, näm- 
lich » ± j r* I ist. Denn die zugehörige Matrix entsteht aus der Matrix (yi^i), 
indem bei r, Zeilenpaaren Cj, + d^^i, Cj, — d^^i durch |/2 Cj„ "/2 rf^, er- 
setzt ist; kurz, wenn die Zeilen iremeint sind, U, F durch — ~r-, — ;^- . 
Nim bleibt sukzessive die Determinante | ^^^ | ungeändert, wenn statt J7, V 
geschrieben wird: ü + F, F; U+V, V - ^ \^ ', U+ F, - ^^-^; sie 
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40 § S. Von der MnteHung der Ideale in Klassen, 

U -h V ü V 

erhält also den Faktor i, wenn geschrieben wird: — -^r— , — y=r^. Dies 

wird r, mal gemacht Also ist die (reelle) Determinante von ^i, • • •, y2 Z^ 

ir.r«±|r|. 

Wird noch im Falle des Minuszeichens eine dieser reellen linearen 
Funktionen y^ durch — y^ ersetzt, so ergibt die Anwendung des Satzes 115 
die Existenz eines vom Nullpunkt verschiedenen Gitterpunktes des 2:-Rau- 
mes, für den 

ist; also 

Satz 117: Wenn die 0^ den Voratissetisungen des Satzes 116 genügen, 
gibt es ein System ganger roitionalery nicht sämtlich verschmndender a?„ so daß 

(51) kl^2---^nl^|r| . 

ist. 

Beweis: Man wähle irgendwelche positive Dj^mii dem Produkte | F|, 
wobei nur konjugiert komplexen Zj^ dasselbe Dj^ entsprechen soll, und 
multipliziere die Relationen (50). 

§ 8. Ton der Einteilung der Ideale in Klassen. 
Satz 118: In jedem Ideal gibt es eine Zahl a + 0> /5^ welche 

ist, wo J die Orundmhl des Körpers ist. 

Mit anderen Worten: Durch jedes Ideal a ist ein gewisses Hauptideai 
[a]=^ ah teHba/r^ fiJur das 

ist. 

Beweis: Es sei a^, • • •, «„ eine Basis des Ideals a, # eine den Körper 
erzeugende Zahl, -Ö-j, -O-g, • • •, -Ö*^ die konjugierten, af\ • • •, «„ die den 
Zahlen a^, • • •, a„ in P(^j) entsprechenden Zahlen im Sinne des Satzes 33: 
Es werde für 1 ^ ifc ^ n die homogene lineare Funktion 
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Satz 117— 122. Definition 36. 41 

gesetzt. Die Determinante 

ist von Null yerschieden wegen 

Ferner tritt mit jedem nicht reellen i?^ die ,^konjugiert komplexe''^) Funk- 
tion auf; denn für reelles ^-^ ist e^ reell, und für nicht reelles %'j^ ist, da 
die ,,konjugiert komplexe^^ Zahl zu %'j^ konjugiert (d. h. Wurzel derselben 
irreduziblen Gleichung), also ein %'^, ist, 0^ zu e^^, „konjugiert komplex^. 
Eo ipso ist alsdann Zj^ nicht reell, da sonst e^^ und g^, gleich wären, also' 
die Determinante P— wäre. 

Nach Satz 117 ist also die Ungleichung (51) durch einen vom Null- 
punkt yerschiedenen Gitterpunkt {x^ erfüllbar. Nach Satz 103 ist dorti 



i-^t • • • ^i^in-yi^K, • • •, «ji-jroVMi, 

also, wenn die yon verschiedene Zahl des Ideals 

gesetzt wird, 

\Na\£Nayid\. 

Definition 36: Ein Ideal a heißt einem Ideal 6 äguivalevUf wenn es, 
ffwei Bxmptideale [tt\ [/)] gibty so daß 

Ma=.[/J]6 
isi. Beeeichnmg: 

ö '^ b. 

Satz 119: a ^ a. 

Beweis: [l]a — [l]a. 

Satz 120: Aus a^^h folgt h^^a. 

Beweis: [/J]b — [a]a. 

Satz 121: Aus a ~ 6, 6 'v^ c folgt a '-^ c. 

Beweis: [a]a = [flb, [y]b - [(J]c, [ay]a - [/5y]6 = [/3d]c. 

Satz 122: Alle Hauptideale sind äquivalent, und jedes einem Haupt- 
ideal äquivalente Ideal ist Hauptideal. 

Beweis : 1 . Sind [a], [ß] irgend zwei Hauptideale, so ist [ß] [a] « [a] \ß] ,i 
also [a] ~ [/?]. 

2. Ist [a] f^-* a, so ist [y][a] = [d]a bei passender Wahl von y und d, 
alflo[ay]-[d]a, [d] | [ayl d | ay, «y = /5d (/3 ganz und + 0), [/J][d]-[d]a, 

1) Ich setze diese Wendung von jetzt ab in Anfabrnngszeichen, da in unserer Eör* 
pertheorie das Wort konjugiert auch eine andere^ gleichzeitig verwandte Bedentnng hat. 

Land an, Theorie der «Igebxaiaohen Zahlen. 4 
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42 § ^* Von der Einteilung der Ideale in Klassen, 

Satz 123: Aus a ^-^Jb^ c ~ b folgt ac '^ bb. 

Beweis: [a]o - [/3]6, [y]c - [d]t>, [ayjoc = [jJ*]bb. 

Satz 124: Aus ac '--' bc fdgt a'-^b. 

Beweis: [a]ac « [/J]bc, [a]a = [d]b. 

Satz 125 : Die Anzahl der yjdealklassen des Körpers^^y d, h. der Klassen^ 
in die alle Ideale des Körpers auf Grund der Sätze 119 his 121 zerfaUen, 
ist endlich. 

Beweis: Es genügt zu zeigen^ daß es in jeder Klasse ein Ideal mit 

(52) iVb^yn^l 

gibt; denn diese Ungleichung wird nach Satz 108 nur durch endlich yiele 
Ideale erfüllt. Es sei eine Idealklasse gegeben, c ein beliebiges Ideal der- 
selben, a nach Satz 68 so gewählt, daß ca '^ ist, und Satz 118 auf a 
angewendet. Dann habe ich ein Ideal b, so daß ab^^ ist, und (52) gilt; 
wegen ca '^.ba ist b nach Satz 124 der gegebenen Klasse an gehörig. 

Definition 37: 7s/ ft eine Idealklasse^ so heißt die nach Satz 68, 123 
und 124 eindeutig bestimmte Klasse^'\ so daß jedes Ideal von^ mal jedem 
Ideal von S"^ ein Hauptideal ist, die zu jt inverse Klasse. 

Satz 126:(Ä-0-^==ft. 

Beweis: Klar. 

Definition 38 : Es seiM ein System von n linear unabhängigen Zahlen 
des Körpers «i, • • •,«». Dann nenne ich die wegen 

(53) |S(«,«,)|«z/(«i,...,«J + 

(siehe (\S)) eindeutig vorhandene, dem Körper angelwrige Lösung A^y'-^A^ 
der linearen Gleichungen 

(54) «»-J-SCa^aJ^«, l^lz^n, 

r/4 SS 1 

das komplementäre System M' zum gegebenen System M, 

Satz \2Ti Ai,' ' ', A^ sind linear unabhängig. 

Beweis: Ifach Satz 40 ist 

^(«1, • • •, O «= I S(a,a,) \'A{A,, • • ., A„\ 
woraus nach (53) 

(65) l-^(»„--,O^W, •••.-<.), 

folgt. ^(4,-,^J + 

Satz 128: Wenn %'^, • • •, -Ö-^ die zu -0- konjugierten Zahlen sind, und 
der obere Index dem Körper P('d',) bzw. P(d'j^) entspricht, ist (wenn k die 
Zeile, l die Spalte der Matrizen und E='(e^^ die Einimtsmatrix bezeichnet) 

(4'))(^(*)) = j;, 
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Satz 123^181. Definition 37—38. . 43 

ahoy wenn d-^d'^ ist, M' die vte Zeüe der zur Matrix (a^j^) mit der vten 
Spalte M inversen Matrix. 
Beweis: Nach (54) ist 

(40) - (S(«,«p) (40) ^ (^«i«) 4»)) (4«)) _ («^) (4*)) (4«)), 

m 

(66) £ = (4'))(4*)), 

also durch Vertanschung yon Zeilen und Spalten 

«) (4*)) = ^. 

Satz 129: Zum System M' ist M komplementär: 

(My - jf. 

Beweis: Nach (56) ist M die vte Zeile der zu (-^jp) inTersen 
Matrix. 

Satz 130: Ist rj eine ZaU + des Körpers, so ist. zu rjcc^, • • •, lya^ 

das System — ^j, • • •, — ^^ komplementär. 
Beweis: 

und Satz 128. 

Satz Vil: Es sei ß eine Idealklasse, a ein Ideal dieser Klasse, a^ , • • - ^ a, 
eine Basis M von a. Es sei -^j, • • -, ^^ rfos jerw M komplementäre System 
M'. Es sei y irgend eine (nach Satz 20 vorhandene) von verschiedene Zahl 
des Körpers, so daß yA^, • • •, yA^ ganz sind. 

Behauptet u;ird: 1. yA^, • • •, yA^ ist eine Basis eines Ideals b. 

2. Die Idealklasse ^', der h angehöii, ist unabhängig: 

a) von der Wahl von y, 

b) von der Wahl der Basis M des Ideals a, 

c) von der Wahl des Bepräsentantcn a der Idealklasse St; 
so daß aiso ^' nur von St abhängt, 

3. {Uy ^ Ä, so daß die Beziehung der Klasse St' zur Klasse Ä eine 
gegenseitige ist, und ^' mit ^ sämtliche Idealklassen durchläuft. 

Beweis: 1. Nach Satz 100 genügt es zu zeigen, daß die Zahlen 

(57) Ä^y^^+...+Ä^y^^, 

WO die h ganz rational sind, sich durch Addition und Subtraktion re- 
produzieren (dies ist trivial), und daß das Produkt jeder Zahl von 
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44 § S. Van der Einteilung der Ideale m Klassen. 

(67) mit jeder ganzen Zahl rj des Körpers wieder znr Menge (57) ge- 
hört. Denn dann ist ja der WerteTorrat (57) identisch mit dem Ideal 

Es braucht also nur gezeigt zu werden, daß das Produkt jedes 

(58) h,A + '" + K^n 

mit ij für ij + wieder von der Form (58) ist, d. h. daß tjA^ für 1 ^l^n 
von dieser Form ist. 

Da a ein Ideal ist, bestehen n Gleichungen 0- ^h^n) 

m 

mit ganzen rationalen Xj^^ und die Determinante | x^^ \ verschwindet nicht, 
da sonst fi€Cif'"ff)cc^y sJiso €Cif"'y% linear abhängig wären. Daraus folgt 

C5'«i'">««.V'0-(^*,)(«i'^), 

m 

(«i'))(e^,,(.)).(a;J(4«), 
also nach Satz 128 

m 
m 
m 

d. h. von der Form (58). 

2. a) Ist [y,^i, . . ., y,^J - b^, [y^^^, • • ., y,^J « b„ so werde 
eine positive ganze rationale Zahl z so gewählt, daß ey^ und 0y^ ganz sind. 
Dann ist 

b^ '^ 62* 
Die Klasse W ist also von y unabhängig. 

b) Ist ii, • • •, i» eine andere Basis des Ideals a und A^,"'^A^ das 
komplementäre System, so folgt aus 



Digitized by VjOOQ IC 



SatglSL 45 

wo die y ganz rational sind^ 

(A«)-Uy»»««)-(yJ(«?), 

• m 

(^,(*))-KW)(yJ-(^^iJ)yJ, 

m 
m 

Jede Zahl der Form 

(wo die h ganz rational sind) ist also yon der Gestalt 

(wo die j ganz rational sind) nnd — aus Symmetriegründen — umgekehrt. 
Wird also eine Zahl y^^ + O im Körper so gewählt, daß die j/q^, und y^A^ 
ganz sind, so ist [y^J^, • • ., y^J^] = [yo^i, • • ', ro^nl '^ >&• ^'^^ ElAsne 
^' ist also von der Basis M unabhängig. 

c) Ist a fv^ j, also f&r gewisse zwei Hauptideale 

[«]a - Wi, 
so folgt aus 

daß die — - ganz sind und 

ist. Wird — « iy gesetzt, so bilden iJOi, • • •, ij«^ eine Basis von j; es ist 

nach Satz 130 zu ij«i, • • •, ija^ komplementär das System — -^j, •••,— -^„, 

[1 11 

yiy -—-^1, •••, yV'~^n\^[y^i)'''f y^n\ ^^ ^- ^^® Klasse ft' 

ist also Ton a unabhängig und hängt nur Ton ^ ab. 

3. In Ä' wähle ich das Ideal b — [y^^, • • •, y^J. Zu seiner Basis' 
ist nach Satz 129 und 130 das System — «f^, • • •, —a^ komplementär, und 
es ist [y .-«,, • - •, y -yaj - [«u • • •, aj = a. Daher ist («')'= Ä. 
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46 § 9. Van dm Einheiten. 



§ 9. Ton den Einheiten. 

Bezeichnungen: Für unseren Körper P{d') Tom nten Gbude seien 
fi der Zahlen -Ö*!, • • •, ^^ reell, 2r, derselben nicht reell {r^ ^ 0, r, ^ 0, 
fi + 2r, «— n). Die Numerierung sei so gewählt, daß #,, • ••,-0'^^ reell 
sind, dann von jedem Paar „konjugiert komplexer^' #^ eines folgt und 
dann das jeweils zweite in beliebiger Reihenfolge. Wie all das im Falle 
r^^O oder r, « gemeint ist, ergibt sich von selbst. #* selbst ist also 
ein d'^{l ^v^n). Es werde 

rj + ^8 — 1 =» ^ 

gesetzt, so daß also r =» im Falle n » 1 und im Falle n » 2, r^ » 0, 
r, = 1, sonst r > ist. Ich setze dj = 1 für 1 ^ Ä; ^ r^, d^ — 2 für 

r + l 

rj + 1 ^ Ä ^ r^ + rj, so daß ^rf* — r^ + 2r2 = n ist. Es sei ©i, • • •, a>^ 

eine Basis des Körpers; es seien o^\ • • *, m^J^'^ die in PC'd'^) entsprechenden 
Zahlen. Dann entspricht der beliebigen ganzen Zahl ^ des Körpers 



(wo die X ganz rational sind) in P{^]^ die Zahl 
so daß 

(59) l-Z^ll-Äll^^'l-ilVM'* 

ist. Ist ^ H- 0, so sind nach Satz 33 aUe p) + 0, so daß Ton log | ^<*) | ge- 
3prochen werden kann (im Sinne des reellen Wertes des Logarithmus). 
Satz 132: I ist dann und nur dann Einheit, wenn 

^d,iog||(*)HO 



k^l 



ist. 



Beweis: Folgt aus (59) und Satz 46. 

Satz 133: Es sei r> 0. Es seien j^i, • ", ^^^ reelle^ nicht sämüich 
verschwindende Zahlen. Dann gibt es im Körper eine Einheii «, für die 

i'niogi.wi + o 

ist. . 
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Satz 132—133, 47 



Beweis: Man bestimme r feste reelle A^, • * •, X^ irgendwie so^ daß 

(60) f?/»^»=^ 
ist. 

ft sei ein reeller Parameter^ über den noch in YerscKiedener Weise 
verfugt werden wird. Man setze für 1 < ft < r 

(61) A,-^*". 

Der Satz 116 wird nun angewendet: auf die homogenen linearen 

Funktionen 0j^ — 0^*^X1 + h ^n^^% (^'® ^^ ganzzablige rc, die Zahlen 

|(*> liefern), bei denen das Quadrat der Determinante Fder Koeffizienten 
gleich der Grundzahl J des Körpers ist, und uuf positive D^,"-y D^, die 
80 bestimmt sind, daß ihr Produkt V\^\ ist, daß 

(62) B,^A,r"yT)r-A 

ist, und daß die folgenden 7)^ so bescb äffen sind, daß zwei „konjugiert- 
komplexen^' «^^ dasselbe B^ ents|iricht; eine solche Wahl der Du ist 
möglich, da ja über D^+i noch nicht verfügt war. (Im Falle r^ =- n, 

d. h. r =» n — 1 hat man B^^^ « B^~ir ^^ ^^^^^\ ™ Falle r^<n ist 
D^+i so zu wählen, daß D^ • • • B^^ DJ ^.^ • • • DJ 2)»+^ =- VJ^ ist und 
die übrigen D^ entsprechend dem Werte beim „konjugiert komplexen" 'ö^'.) 
Nach Satz 116 gibt es eine von verschiedene ganze Zahl § des Kör- 
pers, so daß f&r 1 < i ^ n 

(63) ll^*>|^A 
ist. Dies | hängt von ft ab. 

Aus (63) folgt zunächst durch Multiplikation 

(64) \m\^ni>,'^Vüi~\. 

Ich will jetzt durch passende Wahl des \i, unter anderem zeigen, 
daß unter jenen Zahlen | » |(ft) unendlich viele verschiedene sich be- 
finden. 

Für alle h der Reihe 1 ^ * ^ ^ ist wegen 

wenn in ü' der Faktor Z =- A fehlt, 

(65) \m^jö[^^^nT,-D^.-^P 
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'48 § ^' y<^ ^^ Einheiten, 



wird also die nar Tom Körper abhängige Zahl 

log/TJj^/s 

gesetzt, so ist nach (61), (62), (63) und (65) 

X,^-log^,-logA>log|6(*)|^logA-./J-A,M-/J, 

(66) ilogl|(*>'-A,fi|^/J. 

Wird nun zur Abkürzung 



^y,log||(*)!-L(|) 



itsl 



gesetzt, so ist nach (60) 

i(6)-F-i'naogir*>i-A,,t), 

also nach (66) 

|i(l)-.»l<^i'|y*i, 

(67) -B<Z(|)-^<B, 

WO B zwar vom Körper und den y, aber nicht von ^ abhängt. Nun werde 
BokzeBsive ;» - 0, 2B, 4B, 6B, • • • 

gesetzt. Dadurch entsteht nach (67) jedesmal ein anderes |, da H^ 
bzw. im Innern der Intervalle — B bis £, B bis 3i3, 3£ bis 5i3, • • - 
liegt. Wegen (64) sind nach Satz 108 unter den zugehörigen unendlich 
Tielen Hauptidealen [|] nur endlich viele verschiedene. Es gibt also 
nach Satz 57 zwei rerschiedene, aber assoziierte ^|, !„ so daß 

L(|,) + L(|.) 
ist Die Einheit £ » 1^ erfüllt also wegen 

L(«) -in logjl^ - i(|,) - L(|,) 

d/e Bedingung 

(68) X(c) + 0, 

womit Satz 133 bewiesen ist. 

Satz 134: Im Falle r > enthält der Körper unendlich vide Einheiten, 
Beweis: e sei irgend eine durch Satz 133 gelieferte Einheit. Für 

ganzes rationales a hat wegen (68) 

L(s^) =- aL{e) 
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Satz 134—137. 49 



+ 



jedesmal einen anderen Wert, weshalb alle 6^ yerschieden sind. (Mit 
anderen Worten: e ist keine Einheitswnrzel.) 

Satz 135: In einem cdgebraischen Körper gibt es nur endlich vide 
EinheHswurzdn (die natürlich alle Einheiten sind). 

Beweis: Jede ganze Zahl a des Körpers genügt nach Satz 33 einer 
irreduziblen Gleichung mten Grades 

(69) g(x) = «?'» + h^^^x-^-^ + . . . + 6, - 

mit m ^n und ganzen rationalen b. Ist a Einheitswurzel (nämlich etwa 
€fi =» 1), so sind auch die konjugierten Zahlen Einheitswurzeln (da sie 
auch Wurzeln Ton ofi — 1 ^0 sind). Daher ist, weil die 6 die elemen- 
taren symmetrischen Funktionen der Wurzeln von (69) sind, 

M^i,l&i!<(T)»!&.l^©.-vl*»-x!^(«üi). 

Bei festem n kommen also nur endlich viele Gleichungen (69) in Betracht. 
Satz 136: Es sei r > 0. Dann gibt es im Körper r Einheiten 
Vu' ' 'fVr* ^^ ^^ß ^^ Determinante 

llogh?)|..-log|i?(^)| 

(70) , : . 

iogh<'')i...iogh<rM 

ist, (Eo ipso sind dann i?i, • • •, i?^ verschieden.) 

Beweis: Auf Gimnd des Satzes 133 wähle man, von j^^ — l^y^^^ 
■- y^ — ausgehend, eine Einheit ly^ mit 

logh<0| + 0; 

hierauf, wenn r > 1 ist, von ^i = — log \ rj^^^ 1,^8*= log | rj^^ | + 0, y^ — 
« y^ — ausgehend, eine Einheit rj^ mit 
;log|,?)|log|i,i')| 

\logltf^»\log\r,(*)\ 

usf. bis zu (70), indem zuletzt ^i; • • *, y^ die Unterdeterminanten der 
letzten Spalte der Determinante in (70) bezeichnen, von denen die letzte 
nicht verschwindet. 

Satz 137: Es bezeichne w die nach Satz 135 endliche Anzahl der 
Einheitstcurzeln im Körper. 1. Im Falle r « enthalt der Körper außer 
diesen w Einheitswurzeln keine Einheiten. 2. Im Falle r > gibt es ein 
System von r Einheiten «i, • • •, «^ derart, daß der Ausdruck 

tco unabhängig q edle w Einheitsumrzdn des Körpers durcJdäufl, und 
a^y" ya^ uncd}hängig alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen, aMe Ein- 
heiten H des Körpers darstellt und jede nur einmal 



+ 0, 
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50 § 9' Von den Einheiten, 



Beweis: 1. Es sei r =» 0. Für den Körper der rationalen Zahlen ist 
alles klar^ da ± 1 die Einheiten sind. Es sei also n » 2, r^ » 0^ r, » 1, 
d. h. der Körper vom zweiten Grade und nicht reelL Zu beweisen ist, 
daß jede Einheit Einheitswurzel ist. Ist s eine von ± 1 verschiedene 
Einheit, so ist JV(£) = | e |«:=. j- 1, also | a |»= 1, | « | = 1, | S(€) | < | « | + 1 «| 
= 2; £ genügt also einer der Gleichungen rr* + a; + 1 = 0, o:* + 1 ~ 0, 
x^— X + 1 =^0, deren Wurzeln sämtlich Einheitswurzeln sind, 

2. Es sei r > 0. Es bedeute i?i, • • •, ly^ ein beliebiges System von 
Einheiten, das (70) erfüllt. H sei eine beliebige Einheit des Körpers. 
Wegen (70) gibt es reelle Zahlen fti, • • •, ft^, so daß 

log|H(*)HJftlog|^;*)i, l<A<r, 

ist. Wird f*, = w, + r„ m^ ganz rational, < r, < 1 gesetzt (1 ^ Z < r), 
d. h. m, gleich der größten ganzen rationalen Zahl ^ ft,, und 

r ■ 

^r, log i i?W ! =- Vj^ 

gesetzt (1 ^ Aj ^ r), so ist 

lnl<-5'|logii?i«M-Ät, 

also I Vj^\ unterhalb einer von H und h freien Schranke Sl gelegen; femer ist 
(71) log I H« I -J-m, log 1 ,1*) ! + V,. 

1 = 1 

Nun ist 





v^-n^ 


eine Eiuheit und nach 


(71) fttr 1 ^ jfc <; r 


Daher ist für 1 < ä; < 


log|£W| = n. 
r 


nach Satz 132 ist 


log|j;(*)| <Ä; 
Srf,log|£«|-0, 



also 



*=i 



««r+l log I ßC-*») I < Ä^rf, < «ß, 



kr^l 



log|JB(''+^)|<wÄ. 



Digitized by VjOOQ IC 



Satz 137. 51 

Demnach ist für 1 < * < n 

" log|£;(*)|<nß, 

|£(*)|<g«i2_2V, 

WO N von H und A; unabhängig ist. 

Es genügen aber nur endlich viele ganze Zahlen a des Körpers der 
Bedingung !«(*)!< Ar, l^k£n, 

da die Funktion 

n 

wegen der Ganzzahligkeit der rationalen h nebst 

|6ol<^",i&x!<f;)^"-S---.!^-il<(n^i)^ 

nur endlich- vieldeutig ist. Also gehört E einem endlichen Wertevorrat an. 
Es gibt also endlich viele verschiedene Einheiten H^^ • • *, H„y so 
daß jede Einheit von der Gestalt 

(72) H^H^rff^'-rf;^ {l^v^u) 

ist. Für jedes v sind 1, H^^ • • *, Hf Einheiten; da dies u+\ Zahlen sind 
(verschieden oder nicht); sind wegen (72) mindestens zwei darunter von 
der Gestalt , , „ „ 

mit demselben i^^. Der Quotient beider ist von der Gestalt i]^'"rjl'-. Folg- 
lich gibt es zu jedem v ein ganzes rationales j^ > 0, so daß 

ist. Wird das kleinste gemeinsame Vielfache der j^ (1^ ^^^) ™i*i b®' 
zeichnet, so ist für jedes v 

(73) ffi=iy-x...^-r. 

Für jede Einheit H ist also nach (72) und (73) 
also ^ 

(74) iog\m*>\-'-^^—. (l^t^n). 

Ich werde nun r Einheiten €^y'",€^so finden, daß für jede Einheit H 

(75) log i HW I -J-a^ log I «g) i (1 ^ * ^ n) 

m = l 

mit ganzen rationalen a^ ist. 
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62 § 9, Van den Einheiten. 



Es sei €^ för jedes m der Reihe 1 ^ m < r so gewählt^ daB fttr 

und hierin t^^ > und möglichst klein ist. Ein solches s^ gibt es, da ja 

ist. Ich behaupte, daß diese e„ die Bedingung (75) erfüllen. Denn H sei 
eine beliebige Einheit. In (74) ist t^ durch t^^ teilbar; denn t^ — a^t^^ -f- s^ 
0^ *,<«.., gibt 

5"«; log I ijC« I + » logijjWi 

«r=0. 

5'«;iogi«(*)| 

logir^fh^--^--- 

folgt ebenso weiter, daß t^_■^ — «^„^^^„i,;.»! ist, also 

r-t 



usf. bis zu 



^t" log I !,(*) 1 

logir— -Yi-'^ • -- 

(76) log|H»li-i».log|«. 



TO=1 



Schließlich werde ich zeigen, daB diese f,, • • •, c^ die Forderungen 
des Satzes 137 erfüllen. Wird für eine beliebige Einheit Hund die durch 
(76) bestimmbaren a^ „ 

9 



«?••••?• 



«1 
gesetzt, so ist nach (75), da (76) daraus folgt, 

log|p(*)| = {l£Tc£n). 
Nach (72) und (73) ist 
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8ats 137. Definition 39, 53 



also r 

folglich nach (70) 

Q Einheitswurzel. 

H hat also die Gestalt 

(77) H^Q^.-S^r, 

wo Q EiDheitswnrzel; die a ganz rational sind. 

Es ist nur noch zu zeigen^ daß hierin die a durch H eindeutig be- 
stimmt sind; dann ist ja auch q eindeutig bestimmt^ und die in (77) auf- 
tretenden Q sind sämtliche Einheitswurzeln des Körpers^ da ja jede Ein- 
heitswurzel Qq des Körpers *» (»o^i ' ' ' ^r ^^^y ^^^ rechts in (77) als q jede 
Einheitswurzel des Körpers vorkommt. 

Aus , , 

(q, q' Einheitswurzeln, a, <i ganz rational) folgt für 1 ^ Ä ^ r 

i'««iog|«si)|-i'«;.iogK)|, 

wissl m = l 

SO daß es genügt, für die Determinante 

(78) tlog|«S>l| + 
za zeigen. Aus 

folgt aber 

ioghwi-i'««,iogi4*>t (i^*^*-), 

also für die Determinanten 

(79) |log|i?2>||-|a„*||log|a(J)||, 

so daß aus (70) wirklich (78) folgt. 

Definition 39: Es sei r> 0. Jedes System e^^ ** *, «r im Sinne des 
Satees 137 heißt System von Grundeinheiten des Körpers. 
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54 § 9. Van den Einheiten. 



Satz 138: Für jedes System von Grundeinlieiten hat die DeterminafUe, 

(80). |log|*(«|l {"IZ\['.'.'.',*^ 

absolut genommen denselben Wert. 

Beweis: Es seien «!,•••, s/^ Ej, - - -, E^ zwei Systeme von (Jrund- 
einheiten und (78) für das erste gültig. Nach den analog zu (79) abzu- 
leitenden Relationen 

!log|£ä>||-^|log|eg)||, 

|iog|*SSMl=-^1iog|£SI>il, 

^o 99 9' ganze rationale Zahlen sind, ist 

!iogl*2Ml-i7/|iog| «S^fi, 

also wegen (78) 

99' -iy 

9-±h 

il0g|^L*^||=±|l0g|£W||. 

Satz 189: Der absolute Wert M der Determinante (80) für irgend 
ein System von Grundeinheiten ist auch von d- unabhängig ^ ist also eine 
nur vom Körper abhängige positive Zahl. 

Beweis: Ist & eine andere den Körper bestimmende Zahl, so ist 
6»^('9'); nach Satz 33 und 35 sind die zu Q konjugierten Zahlen 
®i - ^(^i), -.®n- ^{K); Aus B^ = g^{e) - g,X^m folgt g^{0,) 
^ 9mi^W) ^ ^m ^^ ^^*®^ Sinne, so daß bereits £^) von d' unabhängig ist. 
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Satg 138—140. 56 



Zweiter Teil. 

Analytische Idealtheorie. 

'Erstes Kapitel. 

Fortsetzung der Dedekindschen Zctafnnktion. 

§ 10. Einfaebste Eigenschaften der Dedekindschen Zetafünktion. 
Satz 140: Die über äUe Primideale p des Körpers erstredete Beihe 

(81) 2w 

p 
konvergiert für s > 1. 

Yorhemerkung: Np" bedeutet (A^p)*. Ich lasse die Klammer weg, 
da JV(p') für ganzes rationales s^O dasselbe bedeutet und sonst keinen 
Sinn hat; desgl. später bei komplexem s und JVa'. Auf die Reihenfolge der 
Glieder in der Behauptung kommt es nicht an, da sie > sind. 

Beweis: Jedes Primideal p geht in genau einer Primzahl p auf, und 
nach Satz 107 ist dann Np =i/, l^/^^*** ^ P gehen höchstens n 
verschiedene Primideale auf, da aus [pj =* Pi p» • • • P, folgt: 
p~ = N[p\ = Np^ . JSrp, . . . Np^ ^pr^pf^ ...pf,, 

Die Teilsumme von (81), die sich auf die zu p gehörigen verschiedenen 
p bezieht, ist daher 

— ^ pfq' — p" 

und bekanntlich konvergiert 
da sogar 

00 

-»«1 
es tut. 
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56 § 10, Einfachste Eigenschaften der Dedekindschen Zetafunktion, 

Satz 141: Es bedeute von nun an y* für y > und hmplexes 
5 = (j + < i die ganze Funktion c*^**«^ von s, in der log y den reeüen La- 
garifhmus beeeidinet. 

1. Dann konvergiert für 6> 1 das Produkt 

(82) /7-V 

gegen einen von der Anordnung der Faktoren unabhängigen, von ver- 
sckiedenen Orenewert. 

2. Femer ist die über alle Idecde a erstreckte Summe 

(83) 2W' = ^(*) 

a 

für 6>1 absolut konvergent, 

3. Endlich ist für 6>1 

(84) J7 \ =g(5), 

so daß i(s) für 6> 1 nicht verschtvindä. 

Beweis: 1. Die Konvergenz des beliebig geordneten Produktes gegen 
einen von verschiedenen Wert folgt daraus^ daB bekanntlich jedes 

m m 

wo alle I «*,„ i ^ ö^ sind, und wo ^| t*^ ! konvergiert, diese Eigenschaft hat 
(In der Tat ist ja 

_ i^ ^ 

and hierin der Exponent absolut genommen 

^l«„i+l«J* + i««|''+---~r^^2|«„i.) 

Hier ist für <y > 1 jedes | — .1 — — -<^und T* — -nach Satz 140 kon- 

vergent. 

2. Ich ordne nun im Produkt (82) die p nach wachsenden Normen, 
wobei die Reihenfolge der p mit gleicher Norm unerheblich ist. Dann 
ist f ür tf > 1 und aUe x, die größer sind als die kleinste Primidealnorm, 
nach Satz 85 und 97 

i J " ~ 1 ^11 V ^ Nu" "•" N^^ + NW' "* ) " ^ ^'^ 
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Satz 141—142. 67 



WO a in 2?' alle Ideale durchläuft, die durch kein Primideal mit Norm 
> X teilbar sind. Zu diesen a gehören aber alle Ideale, deren Norm selber 
^ X ist, Abo ist f ör <J > 1 

(85, n~s-,^i+Xi- 

Np 

Aus (85) folgt für s > 1 

(da alle Faktoren dieses Produktes > 1 sind)! Also sind für « > 1 bei 
einer bestimmten Anordnung alle Partialsummen der Reihe (83), welche 
positive Glieder hat, beschränkt. (83) konvergiert daher fQr «> 1, also 
auch für > 1 absolut wegen 

|jWa'! Na"- 
3. Für ff > 1 folgt aus (85) 

I rr - y~\-\ y'—\^ y -^ 

Np' 

wo die rechte Seite als Rest einer konvergenten Reihe für o; — ► oo gegen 
strebt. Damit ist (84) bewiesen. 

Satz 142: Es bezeichne F(m) die AneaM der Ideale des Körpers mit 
der Norm w, femer für jede Idealklasse F(m; ft) die Anzahl der Ideale 
der Klasse Ä mit der Norm m, so daß also 

F{m) «^F(w; Ä) 

ist. Dann sind die nach Satz 141 in der Haibehene 6> l absolut kon- 
vergenten Reihen 



w = l 

und 



m = 1 a 



für 6>1 + S, S>Oy gleichmäßig konvergent, definieren also für 6>1 
reguläre amlytische Funktionen. 

LftndAu, Theorie dar algabrAiiohen Zahlen. 5 
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58 § tl' Hilfsaätge über Thetafunktionen. 



Beweis: 



F{m) 
F(iii;ft) 



F(m) 



Satz 143: Für 6>1 ist^ wenn a irgend ein Ideal der 0u& inversen 
Klasse Ä~^ (siehe Definition 37) ist, 

WO I von jeder Schar assoziierter Zahlen +0 des Ideais a eine durchläuft. 
Beweis: Es ist für <^ > 1 

Ist 6 ein Ideal in % so ist ab ein durch a teilbares Hauptideal [1]^ und 
jedes durch a teilbare Hauptideal [|] ist so beschaffen^ daß in [|] » aB 
der Faktor 6 zur Klasse Ä gehört. Wegen 

ist also 

§ 11. Hilfss&tze Über Thetafanktionen. 

Definition 40: Es sei (a^^ für 1 ^Jc^n, 1 ^l^n eine reelle 
symmetrisdie Matrix (a^j = a,^). Die zugehörige quadraiische Form 

n 

Qi^W'y «J - 2^ki^k^i - «11^1 + 2ai,rPia:, + • • • + 2a,^x,x, 

+ «28^1 + - ••+«„X; 

kurz Q{Xj^, mit den n reellen Variabein x^,''',x^ heißt definii-positiv, 
Tcurz definit, wenn stets ^ ^ und abgesehen von o?! = a?, =»•••=» aj„ = 
üheraJl Q>0 ist. Die Determinante 

heißt die Determinante der Form Q. 

Satz 144: 1. Eine definite Form Q{x^ ,", rrj hat fürn>l die GestaU 

(86) Q(Xi, . . . , arj = ^ (a^^x^ + a,,a:, + ... + a^^x^y + B{x^,.,.,x^, 
WO B eine definite Form der n — 1 Variabein ic^, • • • , aJ„ ist. 
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Satz 143-144, DefiniUon 40, 



2. Ist Dj die Determinante van B, so ist 

(87) 2)-«,,A. 

3. Für alle n>l ist B>Q, 

Beweis: Weil Q definit ist, ist c^^ > 0; denn wäre o^^ ^ 0, so wäre 
^ ^ fiar das Wertsystem ar^ =» 1, a:, = • • = a:„ — 0. Im Falle n — 1 
ist damit wegen D = Oj ^ die (einzige) Behauptung Z) > bewiesen. Es sei 
also jetzt n > 1. 

1. Der Ausdruck 

ist; wie die Betrachtung der Glieder mit ^l, x^x^^- * -y x^x^ zeigt, yon x^ 
frei, also Ton der Gestalt 

n 

-R(^87 • • •; ^«) ^^ßki^k^n ßki = Aa ; 

WO übrigens 

(88) A.-««-^' 

«11 

ist Wäre die quadratische Form 12 von x^y* - *yX^ nicht definit, so gäbe 
es ein Wertsystem nicht sämtlich yersch windender x^y'*'yX^y so daß 
jR ^ wäre. Würde hierzu x^ aus 

bestimmt, so wäre Q^O in dem betreffenden Punkte x^l x^, • • •, a?^, 
gegen die Annahme. 

2. Wenn allgemein eine quadratische Form 

n 

T(jfu • ' 'y Vn) ^^YkiVtyi (ni =» yJ 

durch die lineare Substitution 

n 

y* =-^f**Ä (1 < * ^ ♦») 

1=1 

»,* 
übergeht, so gilt für die Matrizen (k Zeile, l Spalte) 

(89) (%,)-0*,*)(n.)(/**.), 
wie aus 

9,r 9,r k l *,/ q,r 

(WO^IA^^y^^^^, ''^il^jtrrqt^rl ^ ^^rkV^r^l ^ ^i^ilYqrl^rk IS*) ^Igt. 
«,r 9,r 9,r g,r 



in 
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60 



§ 11. HüfssäUte über ThetafwnkUonen, 



Da nan hier die Form 



nyu-,yn)-^yi + s{y„-:yn) 



die Determinante 



-i-0 -O 
«»1 

Oft, 



Pnn 



«II ' 



hin und durch die Substitation 

Vi - «11% + «1»«» + • • • + «1,«», y» - ^'t, 



y«-«« 



in Q(fri, • • ■, x^ übei^eht, ist nach (89), wenn gleich die Determinanten 
der Matrizen genommen werden, 



D 



«uiT- A «11* «11 A- 



3. Ist die Behauptung Z) > für n — 1 schon bewiesen, so ist D^ > 0, 



also nach (87) 



D>0. 



Satz 146: Wenn Q{x^y • • •, x^ definit ist und {A^^ die m {a^^ 
inverse, eo ipso auch symmetrische Matrix legeichnet, ist die Form der 

Determinante D' ^-^ 

auck definit, und Q'iffi, ' "f Vn) 9^^ durch die Substitution 
(90) y, «^a,Ä 

in Q(x^y ' ' •, x„) über. 

Beweis: Die zweite Behauptung folgt wegen 

aus (89). Daher ist abgesehen von y^ = . . . — i y^ = stets ö'(yi, • • •, yj > 0, 
da sich sonst aus (90) ein Tom Nullpunkt verschiedener Punkt (x^ mit 
Q{x^, • • •; O ^ ergeben würde; also ist Q\x^, • • •, xj definit. 

Deflnition 41 : Die Form Q' des Satzes 145 heißt eu Q invers. 

Satz 146: Zu Q' ist Q invers. 

Beweis: Zur Matrix (-^^,) ist (uf;^,) invers. 
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Satz 146—149. Defmitian 41. 61 

Satz 147: Wenn R(x^, - - «^ xj für n > 1 dieselbe Bedeutung me im 
Saus 144 hat, und B'{x^, • • *, rrj hiereu invers ist, ist 

(91) ^'(«i,--.«-)-i^*! + ^'(^-5j«.,--,««-^«,). 

Beweis: Ffihrl. man in 
mittels (90) die x^ ein, so geht diese Form wegen 

n % n 

(siehe (88)) über in 

was nach Satz 145 

- ^ («11^1 + • • • + «1,^«)* + -R(^; • • •; ^J - 6(^1, • • •; ^J 
ist; nach Satz 145 ist also die rechte Seite von (91) die inverse Form zu 

Satz 148: Ist Q definit, so gibt es eine nur von den a^^ abhängige 
positive Größe rj, so daß stets 

Beweis: Wird dieser (för w — 1 tririale) Satz im Falle n > 1 fttr 
n — 1 als bewiesen angenommen, so ist nach (86) 

6(^1, • • •> a:J ^ Ji(a?„ . . ., x^ ^ ri^{xi + ' - + O^ ^i^i; 

wo das positive r^^ nur von den a^^^ abhängt. Da die Variable x^ keinen 
Vorrang Tor den anderen hat, gibt es ein nur von den aj^^ abhängiges 
1^, > 0, so daß für 1 ^ A ^ w 

ist, also «(^i,-,^n)^%^ 

Satz 149: Es sei Q(x^f • • •, x^ definit; es seien y^, • • •, y^, *,, •••,*, 
bdiänge Jeomplexe Konstanten. Dann ist die über dOe GHtterpunJcte des 
n dimensionalen Baumes erstredete Beihe 

00 

absolut konvergent. 
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62 § li' Hafsaätee Über Thetafunktionen. 

Beweis: Es ist^) \e^\^ ^*] der Exponent des allgemeinen Gliedes 
der Reihe hat die Gestalt — x Q{x^, • • •, x^ + s^x^ + • • • + b^x^ + s, wo 
^19 ' * 'f ^n9 ^ ^^^ ^^^ ^^^ ^f y> ^f laicht Yon den x abhängen; sein 

reeller Teil •— xQ{x^y • • •, x^) + Stf^ - Xi-\ h 8l«„ • x^ + ^s ist nach 

Satz 148 

^-^ti{xi + ^" + xi) + m^'X, + "' + ms,'X^ + nB, 

and die Beihe 

00 

(q reell) konvergiert, da für alle hinreichend großen | x \ 

— üttiX^+ QX< — \x\ 

00 

ist, nnd die geometrische Reihere ~* konvergiert. 
Satz 150: Es ist 

(92) ^(0,*;«)-^^(*,0;(2'), 

wo D die Däerminante von Q, Q' die inverse Form ist. 

Torbemerkiing: Ich brauche diesen Satz nur für di=- •••=»*, — 0; 
für den Induktionsbeweis ist aber die Einführung der 8 nützlich. 

Beweis: 1. Es sei n^l. Ich knüpfe an die Formel 



(93) ^^m'^ny-^imnav ^ _L ^rta^y ^ e ^ 

mss— 00 ' ^ m = — 9o 



m* imrtta 



(9*) -i^ 2^« 



Tty 



m = — 00 



für y > 0, £)( ^ an. Wegen des Beweises von (93) berufe ich mich auf 
S. 277 — 280 meines Handbuchs der Lehre von der Verteilung der Prim- 
jsahkn, wo ich hierfür nach Landsberg eine von dem sonstigen Inhalt 
dieses Buches völlig unabhängige Begründung angegeben habe. 

(93), d. h. (94) gilt infolgedessen auch für komplexes a und y > 0; 
denn bei festem y>0 ist das allgemeine Glied beider Summen in (93) 
eine ganze Funktion von a, und in jedem festen Kreise | a | < c der 
a-Ebene sind beide Reihen in (93) gleichmäßig konvergent; denn für 
I iw I > Jlf, wo jjf =o M(y, c) von a frei ist, ist der reelle Teil des Exponen- 
ten links < — I m I, rechts desgleichen < — [ w |. 

1) Es bedeutet ^z den reellen Teil u der komplexen Zahl js? === w -f* ^^• 
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Satz ISO. 63 



In (94) setze ich y ^ cc^y a =« ^i, in = x^. Dann erhalte ich 

iPj sss — 00 X^ SS — 80 



»1 = — 00 

d. h. wegen ö'(^i) ^ — i»J die Behauptung (92). 

2. Es sei w > 1. Für » — 1 nehme ich den Satz als bewiesen an. 
Ich summiere zunächst nach x^y beachte^ daß nach (86) 

0(0, x^, . . ., fl?J =» ^ (a,^x^ + • • • + €c,^xj^ + R(x^, . . ., X,) 

ist, setze kurz 

und erhalte 

a?i,- '•,«„:= — 00 

«!»•••»*» = ■"* a;i=— 00 

Die innere Summe (wo o:,, • • •, a;^ als Parameter gelten) ist eine Theta- 
reihe 'd*(0, d^ + Lv^ D), bezogen auf die Form 17= cinX-j^, also nach (95) 

-- ~— ::: > 6 «" 
1^«".- 00 

afj s= — 00 

Setzt man dies in (96) ein, so ist die entstehende wfach unendliche 
Reihe absolut konvergent, da der reelle Teil der quadratischen Glieder 
im Exponenten 

- ^^'-^^(^2, •••,^J ~ ^^! + ~ i'- - "^(c^^' +^(^2; •••>^n)) 

gleich — 1 mal einer definiten Form der n Variabein ist. Ich darf also 
erst nach 00^, - - -^ x^^ dann nach x^ summieren und erhalte 






Bei festem ;r^lst jetzt die innere (n — 1) fache Summe eine 'd'-Beihe, be- 
zogen auf die quadratische Form jß, n'andich 



^(0'**-^r'^*'^) (*-2,. ..,«); 
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64 § 12. Die Heckemihe TheUtfarmd. 

nach dem als bewiesen Angenommenen, und weil R nach (87) die Deter> 

minante — hat, ist die innere Summe 

TJm die Behauptung (92) zu beweisen, genügt es also, identisch in 

d. h. identisch in rti, • • •, x^ 

(97) ±^* + B'(x,-^a,,)='Q\x,) 

ZU verifizieren (wo x^ links die Gesamtheit der Variabein x^y - • •,a?^, rechts 
x^y • • •, x„ bezeichnet). Und (97) ist nach Satz 147 wahr. 

§ 12. Die Heckesche Thetaformel. 

Definition 43: In unserem Körper sei tt^, • • •, a, ein System van n 
linear unabhängigen Zahlen. Es werde 

1 

gesetzt. Es seien (bei der aus § 9 geläufigen Bedeutung des r und jener An^ 
Ordnung der konjugierien d-^) t^," ',t^^i unabhängige positive Parameter 
und (im Falle r + 1 < n) jede der Variabein t^^^y '"y ^n 9^^^^ <^^ 6e- 
treffenden Tj des y^konjugiert komplexen*' d-^. Es werde 

2e '^' «ö(r;«) 

gesetzt; dies ist offenbar eine Thetareihe ^(0, 0; Q), bezogen auf die quadror 
tische Form (rj bedeute die zu rj yjkonjugiert komplexe^* Zahl) 

2crM^x^ + • • • + «?>^J (^^1 + • • • + «^>a:J - Q{x, , . . ., a;J, 

todche definü ist, da Q'^0 ist und aus Q^O folgt: 

<^i+ • • • + a^)x,^ {l^^£n\ 

a?i = .- . — a;^«.0. 
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Satz 151—153. Defimtian 42, 65 

Satz \h\\ M q^O ratianaly so ist 

Ö(t; qa) - 0(ir; «). 

Beweis: Dem c entspricht beim System qccu- - ',qa^ 
1 ^ 1 ^ ^ 

ana es ist 

^ I (2«if ^^1 + • • • + («« J*>^J^ » jr I ««?^^i + • • • + 2«L*>^« 1^ 

Satz 152: /^ a ein Ideal, a^, " ',^n ^^^ Basis von a, so ist &(t; a) 
van der Basis des Ideals unabhängig. 

Beweis: Es ist hier n 

-«c^nl5(*)|« 

wo über alle Zahlen | des Ideals a summiert wird^ und c ist nach Satz 101 
Yon der Wabl der Basis unabhängig. 

Satz 153: Istcc^f'-^a^ ein bdidnges System von n linear unabhängig 
gen Zahlen des Körpers und A^y- - -, A^ das hierzu komplementäre System^ 
ist also das bei der Definition von @(t; A) vorkommende 

V|jf(4,...,^^i « 

nath (55), so ist 

(98) «(^5«)-V=7f^®(f>^)- 

Beweis: Nach (92) ist 
(99.) Ö(t; a) - ^(0, 0; Q) =- ^^(0, 0; Q'), 

und ich werde D und Q' ausrechnen. Es ist 

(100) «,n,"2cTA''<' 

ist. (Dies stimmt auch in Hinsicht auf die Wertepaare l^m\ dazu ist 
zu yerifizieren, daß die rechte Seite von (100) sich bei der Yertauschung 
Ton l mit m nicht ändert; dies folgt daraus^ daß für zwei ,,konjugiert- 
komplexen^^ -9-^, ^j^ entsprechende Indizes einerseits t^^ = r^, andererseits 
ist) ««')^>-"^«(J''-aSWi4Ö 
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66 § 13. Die Henkesdie FtmkttonaJgleidMng fOr {(«; fi) und ^(«). 

Nach (100) ist 
(101) («, J - i2'^e,,ct,4^) = («("")) (<^„CT,) (<)), 

also 

also nach (100) 

(102) «'=^c'^l2^(*)x,r. 

k l 

Femer ist wegen (101) 

(103) -c''r,...rJ|a(-)|P«i^^^-^^ 

Aus (99), (102), (103) folgt die Behauptung (98). 

§ 13. Die Heckesche Fnnktlonalgleichung für g(8; $t) und ^(8). 

Satz 154: 1. Für jede IdedlMasse $ is^ ^($; ft) tn cfer ganzen Ebene 
reffttlär bis auf den Pol erster Ordnung s^l, 

2. Das Besiduum X in diesem Pol ist von der Klasse ^ unabhängig; 
es ist nämlich 



wo M und w dieselbe Bedeutung wie im Satz 139 und 137 haben. 
8. Wird die nur vom Körper abhängige posüive Zahl 

und 

(104) A* {r{i)J\my^ £(.; Ä) = *(5; Ä) 

gesetzt, so ist 0{s; Ä) bis auf Pole erster Ordnung in s « und 5 « 1 
überall regulär und 

(105) *(«; Ä) - *(1 - 5, Ä), 

f(;o^=»((S-y)-i ist; also hat, weil *fs; ^) »ocÄ dfcr Definition (104) 
/2r 5 > 1 positiv ist, mit Rücksicht auf die Pole erster Ordnung 0, — 1, — 2,- - 
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Satz 154, 67 

vm r{s) und 0, — 2, — 4, • • • von r(|^) die Funktion g(s; Ä) ^m Pwwife 

eine NuUstelle r^ + r, — 1 =• r^er Ordnung (d. h. im FaUe r =* Toeine NviOr 
stelle); in den Punkten — 2, — 4, — 6, • • • je eine NuUsteUe der Ordnung 
r^ + r^ = r + 1; fVi den Punkten — 1, — 3, — 5, • • • je eine NüllsteUe r^ter 
Ordnung (d, h. im FaUe rj, = keine); sonst für s<0 keine NuUstelle. 

4. In jedem festen Streben <^i ^ <^ ^ <^2 ^^ ß^ f^l die Funktion 
! 0(s; ft) { beschränkt. 

Beweis: Für s > ist 

also f ür « > 0, g > 

r{s)^fe-^^{qyy-''qdy, 



(106) ^ 



~oo 



Es werde, wenn a^,'"ytt^ eine Basis eines Ideals a der Klasse At ^ igt^ 

_ 1 1 

gesetzt. Dann folgt aus (106), g =» 23rcöf* gesetzt, für s > 0, p > 
(108) ' («?^^i»)_Je-»-<^«'c"rf^. 

— 00 

Femer folgt aas (106), q = «c^* gesetzt und -^ statt s geschrieben, fttr 
« > 0, ^ > _^ 

(lOQ) _ __\i^„ /e-«c,',v d;?. 

— 00 

Nun ist nach Satz 143 f ür s > 1 
(110) 2Va-g(s;ft)-^'pA_.., 

WO in S — a^x^ H — • + a^x^ die a?, (1 ^ ü^ w) Gitterpunkte des n di- 
mensionalen Baumes durchlaufen, aber nicht den Nullpunkt, und von 
jeder Schar solcher, bei denen die | assoziiert sind, genau einen. Dabei 
ist zu beachten, daß für jedes | + des Ideals und jede Einheit H die 
Zahl H| auch dem Ideal angehört, so daß, wenn H alle Einheiten, | alle 
Zahlen yon Z' durchläuft, H| alle Zahlen des Ideals a außer durchlauft 
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68 § i3- I>ie Hechetehe FunkHofkagküAung für S(»; It) und i{»). 

Es werde nun fSr Ä - 1, • • •, r, die Formel (109) mit p = | |W |, für 
i — fj + !,■•••, r + 1 die Formel (108) mit g — | |W | angewendet; das 
gibt far s > 0, 1 ^ * ^ r + 1 

(111) — __AlZ=„j,-.»«c,««,|Ve. äz. 

Diese r + 1 Identitäten (111) multipliziere ich für 5>0 und beachte (59); 
schreibt man r + 1 Integrationsyariable Zi,- * -^z^j^^, so entsteht^ da alle 
Elemente positiv sind, ein (r + l)faches Integral über den Raum der 

jeTj, . . •, 4r^+i; es ist nämlich 



m\' 



ff' 



e *-i e*=^ d0,"'d0^^^. 



Dies summiere ich für s > 1 über alle in (110) vorkommenden fe. 
Da die Reihe rechts in (110) konvergiert, so konv^ergiert die entstehende 

Summe y? >? • ^'i^ ^''X^'^^ ' 

Zf-f-Z 2 /•/. 

f .CO —00 5 A»--»ir+ 1= — * h Jr+l 

und dies ist . . i ^ j_i 

ii + l /r'+'l + l 

'2 2f-ß 

hr-'fJr+l ^ h ir + 1 

weil jeder Summand positiv ist. Ich behaupte nun, daß fSr jedes feste 
System Ji, • • -»i^+i die Summation über g mit der Integration über den 
Würfel des ^er- Raumes vertauscht werden kann; hierzu genügt es,, die 
gleichmäßige Konvergenz von 

r + l 

in jenem Würfel festzustellen, und diese folgt daraus, daß für jedes 2 > 
die Reihe ^ 

konvergiert. Der ganze Ausdruck verwandelt sich dadurch in 

2 S 1 2- 
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(112) 



de. 



V+1) 



Satz 154. 69 

und dies ist gleich dem Integral von ^ über den ^er-Baum, da ja^ 
positiv ist. Also ergibt sich ^ ^ 

Na-'tis-, ft)2-'-»'(«c)-T(r(|))''(r(s)r 

— ao —00 5^ 

und zugleich hat sich der Integrand in (112)' als stetige Funktion aller 
Variabein sf herausgestellt. 

Die linke Seite ist nach (104) und (107) gleich d>(8; ft); denn es ist 

Ich verstehe im Falle r + 1 < n unter 0^^ mit r + 1 < J' < w den 
Wert 0j^f wo ^;j zu d'^^ „konjugiert komplex" ist; dann ist 2' in (112) jeden- 
falls (mag r + 1 < n oder r -f 1 = n sein) 

n 



■?' 



ifcsl 



die entsprechende^ über alle | des Ideals a erstreckte Reihe ist genau das 
0(c*; «) der Definition 42. 

Statt 0if''', 0r+i fötre ich nun, wenn «j, • • •, «^ für r > ein System 
von Grundeinheiten ist, r + 1 neue Variable t?, ^i, • • •, Vr d^rch die line- 
are Substitution 

(0, « t; + 21og|4i) I y^ + . . . + 21ogi4^) , y,, 

(113) 

k+i- t; + 21og|6(;+i)l y, + • • • + 2 log|a(r+^)i y, 

ein, deren Determinante (die Funktionaldeterminante bei der Integral- 
transformation) nicht verschwindet, nämlich den Wert hat 



1 21og|«i») i- 


• -210814« 1 




1 21ogic?)!. 


••21og|«<«| 


1 21og|£i') i. 
1 21og|«i'+i)|. 


..21og|6<r) 1 
••21og|6(r+i)i 


=■ 


1 21og|4-)|. 

rfr+l 


••21og|4'-)l 




(114) "ir?:^- 

r + 1 

(Ich habe zur letzten Zeile ^~— mal der ersten, • • •, ^-^ mal der rten 
addiert und r+i '^ ^ 

(115) ^^rf*log|f)Hlog|JV^a,|-0 

sowie die Definition von M in Satz 139 beachtet.) 



Digitized by VjOOQ IC 



70 § ^S, Die Hecke sehe Junktionälgkichung für f(«; ^) und tis). 

Für r = bedeutet die T^ansforInatio^ (113) einfach z^ = v, und^ 
wenn Af für r = den Wert 1 bedeutet, hat die Determinante auch den 
Wert (114). 

Bei Ausführung der Transformation (in beiden Fällen r > und 
r =«= 0) ist noch r+i 

^d,0, - nv 

(infolge von (115)) und die Gültigkeit von 

r 

Ä»=«+-2'21og|«(«|y, 



iszl 



fÖT 1 < /c ^ w ZU beachten; wird 



""'"-M^'N 



dr + t 



gesetzt^ so entsteht, indem das neue (r + 1) fache Integral mit positivem 
iitegranden einfach auf den neuen (r + 1) dimensionalen Raum erstreckt 



— 00 —00 — 0( 



(Im Falle r •-> bedeutet in dem alsdann einfachen Integral ]J[ den 
Wertl.) ''' 

Im Falle r > werde ich beweisen, daß für jedes feste v der Inte- 
grand über den r dimensionalen j^-Raum integriert werden kann, daß die 
entstehende Funktion von v stetig ist und von — c» bis oo mit dem Er- 
gebnis jT integriert werden kann. Es ist nämlich bei festem co > und 
festem j j ot m 

>Ne > J-J21'' *°' '"' äyi-'^yr-, 

— W —(0 I 

daher ist » 

Z J'JZ' '"^y^-^yr 

für alle v konvergent und zwar gleichmäßig für j < t? < j + 1, also auch 
für alle v stetig. Folglich ist bei festem j 
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Die Somne da letzteB Aosdnicls üb« alle grasen mtioniüea i i$i 
— ^(s- fiV iahet ist 

— » — • — • ^ 

(Im Falle r » tritt aa Sidle des r&eheu innerai Integrals einfadi 2:\) 
Nim ifli im FaUe r > das rüiiche innere Integral Ton der Gtestatt 

i i 

hierin ist ^ ^ . »» *- 

r r r 

^^m^^y^ iBt {in^i'y\ Tm^Un^^ steUt nach Sata 137 und Deflni 

i=i 1=1 1=1 

tion^9, wenn die a unabhängig von — oo bis + oo laufen, q die w Ein- 
heitswnrzeln des Körpers und | die in ^ yorkommenden Zahlen durch» 
lauft, alle Zahlen 4* des Ideals a dar. Also ist, da i (^^^ | — 1 ist, 

n r 

1 + uj'^fia, + %, . . ., a, + nr) -^e *-* '-^ 
über alle Zahlen | des Ideals erstreckt, also nach Definition 42 

-©(«•/ZI«.!»";«). 

lal 

Für jeden festen Wert von v besitzt also ^ /"(a^ + fli, • • •, »^ + t?r) ^^^ 



«i»*"»*r 



1?- Würfel eine von den i^ freie Majorante ^. e *"* , ist alio eine 
stetige Funktion der ij und über den i^- Würfel gliedweise integrierbar. 
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72 § tS, Die Heekesche Funktionalglekhung für {;(«; ß) und i{8). 

Daher ist i i 

Ich behaupte^ daß die Integration über i; mit der Integration über 
den 1^- Würfel vertauscht werden kann. Hierzu genügt es offenbar zu 
zeigen, daß Snsr 

gleichmäßig im i^-Würfel konvergiert und stetig ist. In der Tat sei ^ 
größer als jede der 2rn Zahlen J£(*)| und p^ gewählt; dann liegt 

^{^TJ\ ^i I*''' 5 «) ~ ^ zwischen 0(c*'+'-*; a) — 1 und ©(e'-''*; «) — 1. 
Nach dem obigen ist « ' . 

*(«; ^)>~ fe^dv (ö(c'+'-*; a)- 1) 



also konvergiert 

Je~^{®{^lJ\ f, r. ; «) - l) d» 

gleichmäßig im ij-WOrfel und ist dort stetig (gleichwie, was wir 

00 

später brauchen werden, das Teilintegral /). Der Ausdruck für *(«; ft) 
transformiert sich also in ' 

1 .1 

(116) ^{S',^) = lj-Jdfi,...df]je^(9i<ffl\e,\";. cc)-l)df,. 
tnit 

*(«; ft) = f/^'^(®(^; «) ~ i)dv 

— 00 

gemeint.) 

Wird das innere Integral / im Moment kurz I genannt, so zerl^e 
ich "" - » 



'2 ~» 

(Für r « ist damit 



—00 
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<Ste 15^ 7S 

hierin isiy « durch — v ersetst, 

wqpen » > 1. * 

Nun ist nach Satz 153 

ich schreibe alsbald (nach Sats 151) qA statt A^ wo g rational und so 
gewählt ist, daß qJ^, - - •, qA^ ganz sind, also nach Satz 131 Basis eines 
Ideak b der Klssse (ft'^O' ^^^^9 wegen ^ > 1 ist 



00 . r 





Da die beiden ersten Summanden in Bezug auf die fj konstant sind, kann 
jeder der vier Summanden einzeln nach den vi weiterintegriert werden; 
man erhält somit aus (116), wenn im Integral des vierten Summanden 
nachträglich iy, durch — rj^ ersetzt wird, 

^ ' ^ nw\8 ' 1 — «/ 

- - 0. r 

- - 



(117) 



9 9 

L«Ad«n, TheosM der »Igebnitohwi Zahlmu. 
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< 74 § i3. Die Hecke sehe Funktianalgleichung für i{8; St) und t(8). 

liün ist leicht zu konstatieren, daß die Integralausdrücke in der zwei- 
ten und dritten Zeile von (117) für alle komplexen s konvergieren, und 
zwar in jedem Streifen <ft^^ ^^i gleichmäßig; d. h. 

1. X 

(118) /■-'fdrh--dVrf 

8 8 

strebt für CO — > cx) gleichmäßig gegen einen Grenzwert; so daß (da (118) 
bei festem co > offenbar eine ganze Funktion von 8 ist) die Ausdrücke 
in der zweiten und dritten Zeile ganze Funktionen von s sind. Aus Sym- 
metriegründen (da die qA auch Basis eines Ideals sind) brauchen diese 
Eonvergenzbehauptungen nur für den Ausdruck in der zweiten Zeile be- 
. Tfiesen zu werden; dieser konvergiert aber, wie wir wissen, für ^ > 1, also 
a fortiori für 5 < 1, da dann 

ist; femer ist {üi ö^^ö ^6^ 

womit eine von s freie Majorante sich ergeben hat. 

Also ist 0(s] Ä) bis auf ^ie Pole erster Ordnung s = und 5 = 1 
regulär. Aus (117) und (119) folgt auch sofort die vierte Behauptung 
des Satzes 154. Femer folgt aus (117) die Behauptung (105); denn, da 

«1, • • •, a^ abgesehen von dem rationalen Faktor — das Komplementär- 

System zu g^j, * • •, g^, ist, ist die rechte Seite der für 0(s] Ä) auf- 
geschriebenen, aus (117) entstehenden Gleichung, wenn s durch 1 — s 
ersetzt wird, genau die Funktion 0(s] $). 

Aus der Definition (104) folgt schließlich 

g(s; Ä) = A-' (r(|))-'' imr^ *(*; Ä); 

da sich der Pol s = weghebt, ist somit g(s; Ä) überall regulär bis auf 
den Pol erster Ordnung s^ = 1 mit dem Residuum 

Satz 156: 1. ^(s) ist regulär in der ganzen Ebene bis auf den Pol 
erster Ordnung s ^ 1 mit dem Besiduum hX, wo h die ElassenssM ist, 
, 2. Es ist 

(120) Ä' {r(^)y (mr t(s) = Ä^-' {r(^-)Y' (ra - s)r 5(ii - s). 
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Satz 155—156. 7Ö 



3. l{s) hat im Punkte s^O für r=-0 keine NuUstdle, fürr>0 eine 
NuUstdle rter Ordnung; in den negativen geraden Zahlen eine NvüsteUe 
(r+1)^ Ordnung; in den negativen ungeraden ZaMm für r^ = keine 
Ntdlstdle, für r, > eine NuUstelle r^ter Ordnung. 

4. Alle übrigen etwaigen NuUsteUen von ^(s) gelwren dem Streifen 
< tf ^ 1 aw. 

5. In jedem festen Streifen <^i < <? < <^8 ist /wr ^ ^ 1 die Ftmktian 



\{r{^)f(mrtis) 



ieschränkt. 

Beweis: J. Aus ._ 

st 

und den beiden ersten Behauptungen von Satz 154 folgt die erste Be- 
hauptung des Satzes 155. 

2. Aus (104) und (105) folgt durch Summation über alle Klassen ft 
die Behauptung (120); denn jl durchläuft mit ^ alle Klassen, weil dies 
Ä-S also (Ä-% also ((Ä-^)')"' tut. 

3. Das behauptete Verhalten in 0, — 1, — 2, • • • folgt aus (120), weil 
die rechte Seite für 5 = einen Pol erster Ordnung hat, für s -» — 1, — 2, • • • 
regulär ist und nicht verschwindet. 

4. Für <y > 1 verschwindet t{s) nach Satz 141 nicht. Nach (120) ist 
also jede der Halbebene tf < angehörige NuUstelle der Zetafanktion 
Pol eines der F-Faktoren links. 

5. Nach der vierten Behauptung von Satz 154 ergibt sich wegen 

' (r(|)y'(r(«)re(s)=^-2'*(«;Ä) 

St 

die fünfte Behauptung des Satzes 155. 
Satz 156: Es ist 

Beweis: Nach Satz 154 nnd 155 ist 

£(i-«;t) _ g(i-«) _ .„_! ( ^(2) \ /_rw_y«. 
t(«;ft) ' t(B) ^ I j,/i-«\ I \r(i-s)) ^ 

tarn ist nach bekannten Eigenschaften der Gammafanktion 

^C») " _ (^W)* _ «^1^ (r(sS)^ = A sin — cos — r r(8)Y 
r(i -») riß) r(i-t) « ^^ w; - ^ sin ^ cos ^ ^ w; , , 

6* 
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1 



76 § ^^- ffüfuätjse au8 der FunktionetUheorie, 

- i «»ia 2>- >^ r(ä) - -^ «o.^ n>). 

also 



, 2-'»(»-»)«-T<«-« |^|i(».-i)_JL_ 2''-'"+'-»(co8^)'"'-''- H^r (^«^)' 

(w)"Mr-*(-Tr"HTr(w. 



Zweites EapiteL 

Ton den Wurzeln der Zetaftinktion im kritlsclien 

Streifen. 

§ 14. Hilfssätze aus der Funktionentheorie. 

Definition 43: Ist f(x) eine leomplexe^ für alle hinreichend großen 
redien x definierte Funktion und g{x) eine für alle hinreichend großen reellen 
X positive Funktion, so verstehe ich unter 

fix) « Oig(x)\ 
daß von einer Stelle an, d. ä. für alle a: ^ g, 

\f(x)\ 

beschränkt ist; und unter 

f{x) « o{g{x)), 
daß 

« = 00 9{^) 

ist. Beide Zeichen Oj o werden auch dann gdyrauchty wenn x nicht stetig^ 
sondern durch die gangzaJdigen Werte oder einen anderen^ jedesmal erklärten 
Wertevorrat ins Unendliche läuft. 
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Sau 167, Definition 43. 77 



Satz 167: Für s>0 ist (wenn dUe Logarithmen den redien Wert 
t&seichnen) 

flO 

iogr(«)-(«-|)iog«-« + c+2'((« + «» + i)iog^Tf^-i)' 

WO c eine Konstcmte ist. 

Beweis: Es sei ^ > 0. Bekanntlich ist 



''»-?>..7+TfW5 



9 = 
9 



log r{s) = lim (— ^log (s + m) + log g! + «log q). 
Andererseits ist fQr ganzes g > 

»^(« + m + I) (log(5 + m + 1) - log(5 + w)) - « - 1 

91 = 

g 

-^logC« + m) (- (s + «i + |) + (s + m - 1 + A)) 

msO 

- (s - i) log s + (« + 2 + I) log (s + g + 1) - 8 - 1 

mssO 

also, wenn sich die Abschätzung auf ganzzahlig wachsendes q bezieht, 
= logr(s)^ log gl — s logg + 0(1) - (5 - i) logs 

+ (ä+« + i)(log2+^+0(i,))-2-l 

« logr(s) - loggl -.5 logg + ö(1) - (s - \) logs 
+ glogg + (s + i) logg + s + l-g-l 
(122) -logr(5)-(5-|)log5 + 5~logg! + glogg-g + |logg + o(l). 

Nun konvergiert 

s + m+l 
MO -r 7/» T -ij *vg' 

mssO 



(123) 2'((* + «» + i)log4fi^-l); 
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78 



§ 14. Haftsätu aus der Funktümmtheorie. 



\ 



denn die reohte Seite der Potenzreihenentwicklung 
(124)(.+X)log?-f-l.(. + i)(i-A+_L.._...)_i„i+^+... 

konvergiert — was später auch ftlr komplexe e gebraacht wird — för 
|ir|>l;femer istfar |<r|>2 

(125) 1^ + ^+... 1^^^1,(10,1+41 +1^ + ...).^, 

WO a eine absolute Eonstante ist. Daher ist bei jedem 5 > fftr m ^ 2 
das allgemeine Glied in (123) absolut genommen 

^ a a 



80 daß (123) konvergiert. Nach (122) strebt also logg! -^ qlögq + q 
— i logg für g — ► cx> gegen eine Konstante c, und Satz 157 ist bewiesen. 
Satz 158: Es bezeichne log r(s) und log 8 den in der von Obis — <x> 
(längs der reeUen Achse) aufgeschnittenen Ebene eindeutigen regulären Zweig ^ 
der für s>0 reell ist Dann istbeiwadisendemtinjedem Streifen 0^< 6 <0^ 
gleidhmäßig 

O (s) - log r{s) - ({s - i) log 5 - s + c) == (I) , 
d.h.bei passender WaJü eines t^ip-^^, 0^) und eines b^b{6^, ^^für6^'^<s<6^j 

(126) \Q{s)\<\. 

Beweis: Nach Satz 157 und (124) ist für 5 > 1 (wegen s + w > 1) 



(127) 



G{s) 



-^ ^^^ 




Figur 1. 



^ ^ {8 + mf 

m»0 k = t 



Ich behaupte^ daß in dem zusammen- 
hängenden Bereich der^-EbenO; wo min- 
destens eine der Ungleichungen ^ > 2, 
<y > 2, ^ < — 2 gilt, die ^ rechts in 

m 

(127), deren al^emeines Glied wegen 
|5 + w I > 1 dort regulär isty konver- 
giert und zwar in jedem beschränkten 
Teilgebiet gleichmäßig, so daß die rechte 
^ Seite Yon (127) in jenem Bereich rega-. 
lär ist und G{s) darstellt. In der Tat 
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Satz i58—159, 79' 



folgt aus (125) für den Bereioh w^gen | s + w | > 2 



(128) |2'(^ 



mf 



<i 



^ \8+m\ 



also für jedes beschränkte Teilgebiet tod einer Stelle an (die von s mi- 
albliangigist)<:^. 

Aus (128) folgt weiter für ^ > 2 

00 [fl «o . 

(129) I g(0 1 ^ « J inh^' ° "2^ (M^^ +T' + "^S' (0 + 1^)'+ «' • 



Es seien nun (^i und <y, > (^i gegeben. Für*) t > Max. (2, 2 (1 — «^i)), 
<fi<o<o% ist im der letzten Summe von (129) 6-\'m>6^ + t>-^+lj also. 

'^ 1 -^ 1 . f dm Cdu ^ Tdii fdu 2^ 

m«UJ + l m=[0 + l W tf + W tfi + M £ 

femer ist dort ,, ,, 

j^{p+my + t^^^t^ t* ^ t^ t 

für (Jj < <y < <J,, ^ > Max. (2, 2(1 — fl^i)) -= ^o ist daher 

Es ist also h in (126) sogar eine absolute Konstante. 

Satz 169: Wenn log r{i) die Bedeutung aus Sota 158 hat, ist in 
jedem Streifen o^Kö Kö^ gleichmäßig 

(130) logr(5)r~|^+(<^~|)log^+^i(log^-l)+|((^-{)i+c+0(j). 
Beweis: Für ^ > ist das in Satz 158 vorkommende 

a + ti a ' 

log « - log(l.-) + J ^ - l»« ' + I •■ + J J^M 

1) Max. (a, ^ (Maximam von a und ^ bedeutet die grOfiere der beiden Zahlen 
a,ß bzw., wenn sie gleich sind, ihren gemeinsamen Wert; Entsprechend schreibe 
ich jE^&ter Min. (u^ßi (Minimum von a und ß). ^ x 
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80 § i^- HüfssätMe aus der FunHionefUheorie. 

80 daß wegen „ \o\ 

fOr den Streifen <^j < <^ < (f^ gleicIimäBig aus Satz 158 folgt: 
logr(s)-(<y-| + «)(log* + |»-{» + 0(i))-*-«-|-c + 0(i) 

d. i die Bshauptong. 

Satz 160: Für «i<<f<<f, ist gleichmäßig 

(131) r(«)-K.»)e-"^'r-«e'^"-"(i+o(i)), 

tpo I &(<3r) I » &^, also absolut "konstant ist. 
Beweis: Es ist 

."W- 1 + 0(1), 
d«mfB,W<l,t _ 

WO B absolut konstant ist. Aus (130) folgt also (131) mit &»e'^ ^' ^ , 
Satz 161: Für ö^<6<6^ist gleichmäßig 

Beweis: Folgt unmittelbar aus Satz 160. 
Satz 162: Für 6^<6<<f^ ist gleichmäßig 

Beweis: Nach Satz 161 ist für ^ > t^{0i, <J,), wo ^^ > 1 gewählt sei, 

6 » « » 

IT, 1 3«^ 1 

j^ <2e e« <« <2e e« t* \ 

WO die rechte Seite von s frei und gleich 0(e*^ ist 
Satz 168: Für <^i < <y < ^2 ts^ gleichmäßig^) 

S logr(s) - sj^^^ (ir)d0 = arc r(s) = Hog/ - ^ + 0(1). 



1) S^ bedeutet den Koeffizienten v von i m der komplexen Zahl z^^u-{'Vi. 
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Stae 160—166. 



81 



Beweis: Ans (130) folgt gleichmäßig 

Slog r(«)-«aog*-l) + !(<»- 5) + 0(j)> 

und f^ (« — ^) is* fllr tfj ^ tf ^ ff, bescliränkt 
Satz 164: Für a^Ka^a^ist gleidimäßig 



Beweis: W^en 



^'(s) = 0(logO. 

r(» + i)-sr(«), 



darf 0^^1,62^2 angenommen werden. Aus 



(132) 



+«) 



w 



folgt für l^tf<2,<^2 

^K«)|< 0+ 1 + (2 + (2i* +2 ^i^(ü^) 



O+l + (2 + 0(42Ä + P]Ti)<^ + ^ + 2'(T(^+^''«^+T) 



- (7 + 5 + 21og^— O(log^). 
Satz 166: Für 0>2 ist 

^(S) <ql0g|5|, 

ti70 Ci eine absolute Konstante ist. 

Beweis: Für <f ^ 2 ist nach (132) 



[!•!] 



(*)|<c+i+|?|J,;,i^<c+i+M25^+HV^;^ 

»1 = 1 «»=1 m»[r7|] + l 

< (7+ 1 + 1 + log|s| + p^^ <Cf+ 3 + log|«|< Ci logl»I. 
Satz 166: Es werde der reeiprohe Wert der rechten Seite von (121) 
(^Y I ^ I T- (cos ^)-'-^-» (.in ?)-' (r(.))- - m 
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82 § 14, Hüfssätee aus der FunJOionentheorie. 

gesetzt. Dann ist für <^i < <y < <^j gleichmäßig 

(133) ^(s)-V(^"")e-""^"'-^(l + 0(i)), 

WO das reelle A nur von n^ d, r^y r^ (d. h. nur vom Köt^per)^ das komfiexe, 
von verschiedene A^ a/ußerdem noch von 6 abhängt, ai>er \ Aq \ für ^i'^(f<^t 
'beschränM ist, so daß a/us (133) a fortiori gleichmäßig 

(134) f(8)^0(fi^'")) 

folgt. 

Beweis: Ans 

folgt (wie alles folgende für c^^ < <^ < (Jj gleichmäßig) 

(135) cosf-|.T%-f-(i + o(i)), 

also Tt n 

sin^^.-cos^^— i.T%-T<-)-(i + 0(1)) 

m -i«^'«~^"'(i + ö(^))- 

Aus (131), (135), (136) folgt wegen (l + 0(|))~' =- 1 + 0(j) nebst 
(l + 0{j)) (l + 0(1)) = 1 + 0(j) fttr f(s) die Abschätzung 

f{s) ist also Ton der Gestalt der rechten Seite ron (133) mit 
^ = log23t + l-^log|^|, 
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Sau 167—168. 83 



Satz l^llE8 8eiO{8)für\s — Sa\<BreguUir,it^\G(s^\-^0. Es 
habe 0{s) im Kreise \s-'8q\<-^ genau v NuUsUJlen (v^O), mehrfache — 
wie stets in analogen Fällen — in ihrer Vidfachheit geziäüt. Es sei 

Jf - Max. I (?(s) I - Max. I (?(s) |. 

Dann ist 

V < loff — . 
= e ^ 

Beweis: Für v — ist wegen (i<M die Behauptung trivial. Es 

7? 

sei also v>0, und «i, • • •, s^, seien die Nullstellen im Exeise | s — «o I ^ x * 
Die Punktion 

.. ...m ^0(8) 

ist für 1 5 — So I ^ -^ regnlär; auf dem Bande ist, wegen 

I s — s, ; = I « - Sj + ^ - «, I > I « — «0 1 - 1 s, — «a I - J? - i s, — «a I 

^3|s,-s„j (l<«<f), 

. ^^(*)l^8i..-..|.'^8|..-^|' 
im Mittelpunkte 



t;<log-j^. 

Satz 168: Es sei G(s) für 6^<6<6^j t^ t^ (Gebiet ®) regulär, 
FiMT <y ~ (Jj und 6^ 6^ sei hei wachsendem t 

Ö(s)-0(1); 
f^ ^i^^^^i ^ gleichmäßig 

wo y von 6 und t unabhängig ist. Darm ist a^h im 
Innern von ® gleichmäßig 

0(5)== 0(1). iit%. 
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84 § IS' Über die Ordinaten der Wurzeln von f («) im kriüsdien Streifen. 

Beweis: Nach Yoraassetzang gibt es ein B, so daß auf dem ganzen 
Bande des Gebietes @ I TM I < R 

ist; ich setze ferner Max. (ti^y öf) » b. 
Es sei £ > 0. Die Funktion 

ist in @ regulär; ebenda ist 

\g(s) I - e'(^-'*) I G{8)\^ e^^'-^) I a{s)\. 
Auf dem Bande von & ist also 
(137) \9(s)\£e^'B; 

im Innern strebt wegen der gleichmäßigen Abschätzung 

g(8) gleichmäßig gegen 0. Jeder innere Punkt von @ 
kann also in ein Rechteck (dessen Begrenzungslinien 
(3r -« <r^, (3r » (T^y ^ -« ^ und t^t^ bei passender Wahl 
von t^ sind) eingescUossen werden^ auf dessen Rand 
^'^^^ durchweg (137) gilt. Für jeden Punkt von @ gilt also 
(137), also 

I G(8) I ^ 6'('*-^> \g(s) I ^ e«(''-^+^)B, 
folglich; da € > beliebig war, 

\G(s)\^B. 

§ 16. Über die Ordinaten der Wurzeln Ton g(«) im krltlselien Streifen. 
Satz 169: In jeder Hälbd>ene (f^tf^^ ist gleichmäßig 

und 

wo Q von 0^ abhängt Insbesondere ist im Fälle <f^<0 die Zahl Q'^ni^^-ö^) 
wählbar. 




Beweis: Wegen g(,)„^g(,;ft) 



genügt es, die Behauptung für i(s] St) zu beweisen. Ohne Beschränkung 
der Allgemeinheit kann (r^ < angenommen werden (da man sonst nur 
den Streifen zu yergrößem hat), und die Behauptung braucht nur ffir den 
Streifen ö^i ^ ^ < 2 bewiesen zu werden, da | g(s; Ä) | für <J ^ 2 sogar 
beschränkt ist. 
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a<az 169. 85 

FOr tf » 2 ist 
also 

(138) t(s; ft) - 0(1). 
Ffir tf — 01 ist nadi Satz 166, Formel (134) 

-^^-/(*)=-o(<-(i-«")), 

f(l-»;«) 
also, wegen ^ 

if(l-5;ft)|^e(l-ffj, 

(139) e(«;») = O(<"(»-"0). 

FOr «1 < < 2 ist nach Satz 154, 4. und (104) gleichmäßig 

also nach Satz 162 gleichmäßig 

(140) 5(«; ») - {o(e^)T {0{(?^T 0(1) « 0{(fr-^^'^') - O(ö»0. 

Ich wende nun Satz 168 für ^i'^<f^6^^2y < ^ ^o *" ^ *^ ^^® 
Funktion -., «. 

an, wo s"^«^""*' den fBr « > positiren, in der von bis — oo aufge- 
schnittenen Eb^ie reguBren Zweig bezeichnet. Weil fOr t'>\ 

[«"(»-"Ol = isfC»-"') ^ f (i-"«) 

ist, ist ftir — 0j nach (139) 

G(s) - o(<"(T-''Or"(i-'")) = 0(1), 

fÖr ff — tf, nach (138) 

(?(s)-o(r"(T-'^))=-o(i), 

fDr ffi < ff < ff, nach (140) gleichmäßig 

G{8) - o(c«'r"(« -"')) - o(«"0, 

also nach Satz 168 fOr ffj < ff ^ ff, gleichmäßig 

ö(s)-o(i); 

I g(«; ft) I - I ff + U pCi-"') 0(1) - 0(f (i-O). 
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86 § 15. Über die OrdinaUn der Wurzeln van i{8) im kriUsehen Streifen, 
Satz 170: Für 6>list 

WO in beliebiger Beihenfolge p die TrimidecHey m die positiven gcmgen ratio- 
nalen Zahlen durchläuft 

Beweis: Für | xr | < 1 ist 

1 :^?^ 



il-^.-^^' 



also ist fQr > 1 und alle p 



im« 



«e' 






fol^ch nach (84) ^ 

die Doppelreibe im Exponenten konvergiert absolut, außerdem ftbr 
<y>l + *, *>0 gleichmäßig, da 



€^0 



t^T 



als Teilreihe von ^ — ^-^ konvergiert. Daher ist 

p,m pffn 

Satz 171 : jE5 bezeichne^) N{T) fürT>0 die Anzahl 
*^0 der NuUsteUen *) von g(5j, welche dem Bechteck ^ <y ^ 1, 

^^'^ *• < ^ ^ T angehören (oder, was nach Saie 155 dasselbe 

isby dem Horigonialstreifen Kt-^T). Bann ist bei wachsendem T 

(141) 2Vr(2^ = f^TlogT + ^^5J^-L--|^^ 

BieFunktion i{s) hat also im StreifenO^ö^l tmendlich viele Wuredn. 
Beweis: N{T) deckt sich mit der Wurzelzahl der exkl. 5 — ünii 
5 » 1 in der ganzen Ebene regulären Funktion 

(142) *(«)-^'(r(|)y(r(*))-«s(«) 

1) Eine Yerwechslong mit dem (nicht gleichzeitig anftretenden) Zeichen N 
für die Norm ist nicht zu befürchten. 

2) Hierbei sind mehrfache Nullstellen, wie stets, in ihrer Yielfiachheit za zfthlen. 
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Satg 170—171, 



87 



im gegebenen Rechteck^ also, wenn g > so gewählt ist^ daß keine 
Ordinate einer Nullstelle zugleich > und ^ q ist, für T > g mit der 
Wurzelzahl von 0(s) im Rechteck 0^<J^1, q<t<T. 

Es genügt, (141) für so wachsendes T zu beweisen, daß alle Wurzel- 
ordinaten übersprungen werden; denn, wenn für alle solchen T> t 
(143) I N(T) - Ä^TlogT^Ä^T\ <ßlogT 

bewiesen ist, wo /3, Ä^ und A^ von T unabhängig sind^ so folgt für ein 
Tq > t, welches nicht „wurzeÜrei*' ist, weil für alle hinreichend kleinen 



NiT, + d)^N{T,), 



6=^1 -a 



4^T 



i-hTi 



6*^0 6^1 



t-0 

Figur .^. 



positiven d erstens 

zweitens nach (143) 

I N(T, + tf) ~ ^ (To + d) log (To + S)-Ä,{T, + ä)\£ß log {T, + d) 

ist, wenn tf zu strebt, (143) auch mit T = T^, 

Für ,,wurzelfreies" T > g ist N{T), weil es auch 
die Wurzelzahl im Rechteck 1— a^or^a, q^t<T 
ist, wo a vorlaufig irgend eine Zahl > 1 ist, und weil 
der Rand dieses Rechtecks wurzelfrei ist, nach Cauchy 
durch die Formel gegeben 

2mN{T)=J%{s)ds, 

erstreckt über den Rand des Rechtecks im positiven 
Sinn. Demnach ist 

(144) 2nN{T) = ^J%(,8)d8. 

Das Integral über die untere, von T freie Rechtecksseite ist 0(1). 

Der imaginäre Teil des Integrals Aber die rechte Seite ist gleich dem imi^ 

ginaren Teil des Integrals Aber die linke Seite. Es ist nämlich nach Satz 155, 2. 

(145) <P(s) = (P(l-»), 

*'(s) <p'(i - s), 

(146) %{8) |(l-*)5 

femer ist *(«) nach (142) für 5>1 reell, so daß ^(s) für konjugiert 
komplexe s konjugiert komplexe Werte annimmt; daher ist wegen (146) 

3/5 («)<«* -/«$ (« + *^dt JSH% (1 - a - ti)dt 

T 1-a+r» l-a + 9< 

./«l {\-a^ti)dt 3/5 i^ds - 3/1 {i)ds. 



(r»a 



a^qi 



l-a + ?» 



1-a+r» 
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88 § iS' ü^^ die OrdinaUn der Wuredn von i{8) im kritisehen Streifen» 

Femer ist das Integral über die beiden Hälften der oberen Recht- 
ecksseite gleich; denn nach (146) ist 

Sjfl- ia)ds - j 3 5 (* + Ti)d6 - - j 3| (1 - ff - Ti)d6 

a + Ti a a 

1 1 

-/3 J (!-<» + Ti)d9 =. -J^% (tf + Ti)di, 

a 1 — a 

1-a l-a+'r< 

-/sl (* + ^*V* - 3/1 (*)rf«. 

Somit transformiert sich (144) einstweilen in 

(147) «J\^(T)-3jr|-(«)d«4-0(l), 

erstreckt erst aufwärts bis a + Tiy dann nach links. 
Nach (142) ist nun 

und die einzelnen Terme ergeben 

j + T< 

3jlog^d«-=3((i-a+(T-2).-)log^)-(T-2)log^-riog4+0(l); 

^{r,f^ («)d«) - r,(3 log r(J- + rO - 3 log r(a + qi)) 

"+*' - r,(T log T - T) + ö(l) 

nach dem (nur fQr festes tf =° -f- verwerteten) Satz 163; 

3(yri(l) ^•) - ^(2Siogr(i+ ^() - 2Si.gr(± + 14) 

-r,(|:iog|-D + 0(l), 
gleichfalls nach Satz 163; ferner, weil ^(s) nach Satz 170 eine für tf » a 



c„ 



absolut konvergente Reihe ^-^ ist 



ms8 
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8atMl71. 89 



Demnach lehrt (147) 

srjrcr) - 2'log^ + 0(1) +^TlogT- ^Tlog2 

-5-T + r,TlogT-r,r + 3y*^(s)rf«, 






a+r; 



gesetzt (alles för „wnrzelfreies^ T)^ 
i^(r).«JLriogT-^T + l?|^r--!ii^ 

Hierin ist der Faktor Yon T 

^(-n + 21og^-~r,log2) 
- 2^(-- n — 2r, log2 — n log« + log|^| - rj log 2) 

^ ü^^^ I ^ 1 - w — n log2ar); 
daher ist, wenn A^, Ä^ die Eonstanten in (141) sind^ 

N{T) = .l^TlogT + ^T+ 0(1) + ^K{T). 

(141) wird also bewiesen sein, wenn es gelingt^ für irgend ein a > 1 
bei „wurzelfreiem" T 

(148) K(T)-0(logr) 
festzustellen. Und zugleich merken wir uns fQr später, daB aus 

(149) Wupl^^y 

f&r ^ywurzelfrei^' wachsendes T sich 

(150) Um Bup mT)-AT^o^T-A^T\ ^r 

Landau, Thaori« dm algelnraiadhen Zahlen. 7 
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90 § 15. Über die Ordinaten der Wurzeln, von ^{a) im hritiaehen Streifen, 

f&r yyWnrzelfrei^^ wachsendes T, also (wegen der oben zu (143) gemachten 

Bemerkung) auch fOr stetig wachsendes T ergibt. 

Der Nachweis von (148) ist aber die Hauptschwierigkeit 

Die Zahl a war bisher beliebig > 1 ; ich verfüge nun über a so, daß 

(151) g(a)<-| 
ist; das kann ich, weil für a > 2 

5W - 1 -^ -;;;5- =^ -Sp- • ;;;sri <, 2,_, ^ -SiT 

iat, also für a — >cx> gegen strebt. Aus (151) folgt 

(152) gig(o + T») = l + V9t^^l-V^>-2-f(a)>{-;'-- 

Ich nehme das ^^wurzelfreie^^ T alsbald > 4a — 2 an und wende 
Satz 167 an auf 

^i^) =- t(S(« + Ti) + i(ß - Ti)\ So^a^B^U -.2. 

G(s)istimKreise|s-a|^4a— 2regulär,dadort3(fi+ri)^T-(4a-2)>0, 
3(5 — Ti) < - T + (4a — 2) < ist. Ferner ist nach (152) 

Außerdem ist Jf höchstens gleich dem Maximum von | ^(s) \ in den beiden 
Kreisen um a + !ri und a — Ti mit dem Radius 4 a -- 2, also, da aus Sym- 
metriegründen nur der obere Kreis betrachtet zu werden braucht^ wenn er 
zu einem Quadrate ergänzt wird^ höchstens gleich dem Maximum von | ^(s) \ 
im Quadrate — 3a + 2 < <y ^ 5a — 2, T - 4a + 2 < ^ < T + 4a — \2. 
Im .Streifen — 3a + 2<<y^5a — 2 ist aber nach Satz 169 für passen- 
des Q 

also -ist . ; . ^ . 

M - 0((T + 4o - 2)«) = 0(T«), ri 

d.h,fOr T>T, 

Nach Satz 167 ist also für T>T^ die Wurzelzahl v Ton 0{a) itä 

7? 1 

Kreise 1« — a|< — =-a— - so beschaffen, daß 

t'<log^<log(22^+^)-log2 + (Ö+l)logT . j 

ist: es ist daher ■ .i.n 

t?-0(logT). 
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8apil72, 91 

A fortiori gilt also für die Wurzelzahl v^ auf der dem Kreise \s — a\ 
< a — j angehörigen reellen Strecke \'^s<a 

t;,= OGögn . 
Auf dieser Strecke ist aber . ^ 

G(s) ^m(s + Ti). 

Also verschwindet 9lg(5) auf dem Integrationswege a + Ti bis \ + Ti 
in höchstens v^ geometrisch verschiedenen Punkten. Daher ändert sicü 
arc i{s) auf dieser Strecke höchstens um {v^ -{~ 1)^; denn das Bild^ welches 
g(s) von dieser Strecke entwirft, läßt sich in ü^ + 1 Stücke zerlegep, so daß 
jedes dieser Stacke (ohne den NuUpunkt zu treffen) ganz einer der beiden 
Halbeben^n 9ig^0 oder 9lg<0 angehört, und s'omit sich auf jedem 
Stück arc 0$) um höchstens n ändert. Daher ist 
f JS:(y)l = |arcg(i + Ti) - arcg(a + Ti)\<{v^ + 1) ^^ 0{\ögT), 

und (148), also Satz 171 ist bewiesen. 

Satz 172: Die über alle Wurzel/n q von i{s) im Streifen 0^6<t 
(exU. der etwaigen Wwrgd s — 0^ erstreckte Summe 



konvergiert für alle d > 0. ^ 

Beweis: Dies braucht (da es jedenfalls nicht unendlich viele reelle 
Wurzeln zwischen und 1 gibt) aus Sjmmetriegründen nur für die q 
der oberen Halbebene bewiesen zu werden. Wenn diese, nach wachsenden- 
Ordinaten geordnet, Qi^ ßi + yii, • • •, Qk'^ ßk^Vith"* genannt werden 
(wobei die Reihenfolge der q mit gleicher Ordinate unerheblich ist), so 
folgt, weil nach Satz 171 d 

N{T) =^ 0{1^^'^) 
ist, bei wachsendem jb ^ 



7^-0' 



so daß die Summe über "k konvergiert,. 
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92 § i^' ProduktzerUffung det ganzen FtmkHon ($ — l)t(#). 

§ 16. Prodaktzerlegnng der ganzen Funktion (0 — 1) i(8). 

Satz 173: Bei gegAenem d > genügt die durch (142) definierte 
- Funktion 4>(s) für aUe hinreitAend großen \$\^ welches auch arc s m^ der 
Ungleichung 
(153) \0(8)\<e\'\'^^. 

Beweis: Wegen 

(145) *(«) « 0(1 - 8) 

genügt es^ (1^3) ^ alle hinreicliend großen \s\ mit <y^ |^ zu zeigen; 
denn f9r <y < y ist alsdann, wenn nur 1 8 \ hinreichend groß ist, 

Da 1 4>(s) I nach Satz 155, 5. f fir | < <y < 2, ^ ^ 1 beschränkt ist, brauche 
ich nur die Halbebene <y ^ 2 zu betrachten. In 

(142) 9(8) » A'(r{i)f imy* tis) 

ist nun erstens für <y ^ 2 

I ^' I = ^^^ < (Max.(l, Ä)y < (Max.(l, il))l'l, 
also, wenn obendrein | s | hinreichend groß ist, 

xweitensftrtf^l UM<«"' ; 

«0 «0 1 w 

I n») 1 - \^e-'y-^äy\<fe-'ir-'dy ~fe-'tf-Hy +J*e-'y-idy 

1 » Im 

<fe-'>dy+fer»yi<ndy <fdy+fe-»yWdy =- 1 + [tf]! < 1 + [tf]W 



<l+|«|l'l=.l+el'l>««t'l, 


also, wenn nur { s \ hinreidieiid groß ist, 




ircoi«^'!""»; 


drittens nach dem eben Gefundenen für <y ^ 2 


r(i)äi + .T-f, 


also bei hinreichend großem 1 8 \ 


r(i)l<^"f 
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StOM t7S^176, 9S 



viertens f&r tf ^ 2 

l«^)l<5(2). 

Für 6^2, is|>iD — o(d) ist also 

: *(5) I < e(i+'^+'-.) i*i'*^ {(2) < cl'l'"''. 
Sati 174: In der ganBen Funktim 

wdche nach (145) der Funktiondlgleidiung 

V{s) - V(l - s) 
genügt, werde 

gesetgt (wo b eine komplexe Variable ist); in der entstehenden, wegen 
geraden ganeen Funktion Sl{$\werde #' » o; gesebst. Behauptet wird, daß 

si{0) - a(x) 

eine sciehe ganze Funktion von x ist, daß bei gegiSbenem d>Oßr aüe hin- 
reichend großen | x \ (welches auch arc x sei) 

Beweis: Für alle hinreichend großen \x\iBi\s\-^\^ + 0i\'^\0\'-\ 
= y\x\ —• \ beliebig groß, also nach Satz 173 

!ö(:r)|<(K/kl)(i + yR)e(^"^>''' <*'"*"'. 

Satz 176: G(x)^ist keine gange rationale Funktion. 

Torbemerkimg: Dies folgt schon ans Satz 171, Iftßt sich aber leicht 
direkt beweisen. 

Beweis: Sonst wäre Sl(j8) eine ganze rationale Funktion von b, also 
V(s) eine ganze rationale Funktion Ton s, während für ^ > 2 

^(5) > 2 . 1 . o(s) > 2Ä'(r({)y (rwf 

ist, also für unendlich wachsendes positives s starker als jede Potenz ron 
s unendlich wird; in der Tat ist für s > 1 

m m 

r{s) >fe-''u"'^du > s"'\fe-''du - s"^e'% 
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94 § i^' Produktserlegung der ganun Funktion (s — 1) {(s). 

also fÖP 5 > 2 , , 

also fiir »>»„(*) iir(,)>e».o,._^. 

Satz 1 76: Ist g(x) eine ganee, nüM rationale Funktion, ^(0) + und 

stets i 

\g(x)\<Be\'l^, 

so h(U g{x) imenMieh vide Ntülstdlen li, Ij, • • •, für loeldie 
konvergiert, und es ist überdies (bei beliebiger Afwrdnung der i^) 

K^)-i^(O)]7(i-0 

Beweis: Ein Beweis dieses klassischen Hadamardschen Satzes steht 
auf S. 299—310 meines Handbudis, 

Satz 177: Die Funktim G(x) des Satzes 174 hat unendlich viele 
Wuredn. Die iüber die von verschiedenen Wurzeln |^, Ij^ • • • erslredete 
Summe ^ 

ifcsl 

konvergiert, und es ist, wenn l'^O die Ordnung der etwaigen Wwrzd ist, 

(1Ö5) G{x)-c,x'fl{\-fy ■ 



*s=l 



Beweis: Ich wende Satz 176 auf ^(a;)»^^ ^^ an. g{x) ist nach Satz 175 
nicht rational; nach Satz 174 mit d — ^ ist für i o; | > oi 

\0{x)\<e\'\^, 
also für \x\> Max. (o, 1) 

\g{x)\<e\4, 

also f&r alle x bei passender Wahl yon B 

\g(x)\<Be\-\'^ . 
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Säte 176-^178. 95 



SatiE 178: Es ist, teenn q die von 0, -— 1, -^ 2, • • • verschiedenen 
Wurzeln von i{s) durchläufl (deren Existenz am Satz 171 heluiimt ist und 
durch Satz 177 nochmals bewiesen wurde) ^ 

konvergent (was amh aus Satz 172 bekannt ist) und bei beliebiger Anord- 
nung der Q 

(157) {r{^)yimr{s - l)m = oe»«*-^ JJ(l -|)e?-, 

also wegen 

für die ganze Funktion {s — 1) i(s) die Weierstraßsche Prodüktzer- 
legung 

tll=:l Q 



m = l 



WO r in beliebiger Beihenfolge aUe Wurzeln + von i{s) durchläuft. 

Beweis: Je zwei p 4* i entsprechen einem | » Ij^ des Satzes 177 
mittels (» »=" y ± Vit i; einem mehrfachen |j^ natürlich Paare Ton q in 
gleicher VieÖachheit. Weil (154) konvergiert, konvergiert (156). Das 
Produkt 



JJ(l-l)e?»^(.) 



konvei^ert also unabhängig von der Beihenfolge der q und stellt eine 
ganze Funktion dar. Ich fasse hierin je zwei durch ^'+ p" = l verbun- 
dene ^ + i zusammen. q^\ hat die Vielfachheit 2Z, wo l dieselbe Be- 
deutung wie im Satz 177 hat. Dann ist bei beliebiger Beihenfolge der q' 



(168) *(s) = (1 - 2«)"e*" JJ(l -4) (l -^)e(y^''^i 
nun ist erstens 
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96 § 16. IVoduktzerlegung der gangen Funktion ($ ~ 1) ((#). 

absolat konvergent (weil (156) konyergiert); zweitens w^en q'+ ((' ^ ly 

(!-;')(> -?)-i-PFi;+m;-FTi;(i+«'-'+'') 
-»^-x(«.+(-T)")-.fT-C+V)^ 

drittens 

'■"+J5 

gegen einen yon yerschiedenen Wert konyergent, weil ^^^tti konver- 
giert; (158) ergibt also ik»i 

^{8) - (1 ~ 28y'(i''*a^(f*'JJ^{l +^-^^) . 

Nnn war 

(155) ö(a;)-c„«'Jj(l-g; 

also ist die Funktion aus Satz 174 

was zu beweisen war. 

Satz 179: In der ganzen Ebene ist 

f(«)-»-j^-i-??©-'.?»+:s(.-^.+i) 

(wo die Beihey deren allgemeines Glied . ist, eo ip8o absolut konver- 

giert, da (156) konvergiert). 

Beweis: Dies folgt durch logarithmisches Differentiieren von (157), 
was beim WeierstraSschen Produkt //bekanntlich faktorenweise ge- 
schehen kann. ^ 
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8aU 179—180, 97 



§ 17. Nochmals N(T). 

Satz 180: N{T) habe die Bedeutung aus Säte 171. Wenn a^y desgl. 
nachher c^, • - • eine absolute positive Konstante und X^» desgl. nachher X,, • • • 
eine nur vom Körper abhängige positive Konstante heeeichnet, so ist fwr 
T^2 erstens 

(159) N(T + 1) - N(T - 1) < Ai + »«1 log T; 

ßweitens, wenn q in 27' nur aUe Wuredn ß + yi mit \T—y\'^\ durch- 
läuß (also alle im hrüischen Streifen, aus dem das Bechledk der Höhe 2 
mit der Mitteüinie t^ T herausgenommen ist)^ 

Beweis: Nach Satz 164 (wenn er nur auf <y — 2 und tf » 1 ange- 
wendet wird) ist für « — 2 + Tt, T^ 2 



und 



\^is)\<a,logT 

|;(i)|<«,iogr; 



femer istfQrs = 2 + 2'», T^2 nach Satz 170 



Dort ist femer 



f'/ 



r. 






mithin nach Satz 179 

9 

Nun ist ebenda vegen < /3 ^ 1 
* t^ + ij" '^ (s + T.- - p -V< + M^) "(«-»•+ (2* -y)*'*"r+r* 

^(8-ft*+(2'-r)'-* + (2'-r)'-* + *(r-r)' 4i + (r-r)*' 
also für T^2 

(161) ^ i+(r-y)« < **» + 4n«, log T - X, + «o, log r. 
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98 § 17. Nodmals N{T). 



1. In (161) gibt es iV^(T + 1) - 2^(T- 1) Glieder mit T-l<y<T+ 1. 
Für jedes derselben ist 

Also ist n-(r-r)»^iTI-i- 

jr(T + 1) - Jr(r - 1)< 2(A, + n«, log r) = A, + n«i logT. 
2.Fflr |T— y|^l ist 

i+(r-r)'^(r-r)'+(r-y)* = 2(r-7)'' 

ako 

2(2^ < 2(A, + ««, log T) - -^ + ««. log y. 
e 
Satz 181: Fär8 = 6 + Ti, — l<ö<2, T^ 2 ist 

WO H' diesdbe Bedeutung wie im Satz 180 hat. 
Beweis: Nach Satz 179 ist 

|c«+3)-J-.-4r,-.-^-^?(|+|)-^.?(3+«)+2'C-Tt,+7)' 

nach Satz 164 ist für — 1 < tf < 2, T^ 2 



|^'(3 + s)|<a8logT 



und 

also^ wegen 

nebit 






|j(« + 3)|<-|(2)-;. 

Die Anzahl der Glieder dieser Summe mit | T — y | < 1, d. h. T — 1 
< y < r + 1, ist < N{T + 1) - N(I- - 1), also < ;ii + n«! log T nach 
(159); jedes dieser Glieder mit | T — y ] < 1 ist wegen 91(5 + 3 — p) 
=»<,^.3-/3^-l + 3--l«lund3((>)>T~l^labsolut<| + | = 2. 
Daher ist 

(162) \^'i^^:^^ 
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99 



Nun ist 



I ^' ? l-cr'V - 



--Z l3(«-«)ll3(« + 8-?)! ^ ir-yi«' 

also nach (160) 

(163) < 3(A, + n«, log 20 = X, + ««,, log T. 

Aus (162) und (163) folgt scUießUch 
\2'{^t + ^) ! < (^ + ^) + «(i% + «1.) log T- i, + n«, logT. 



SatK 182: 



limsop 



3sir a9( 



r=- - 10«^ 



-^««u- 



^»«14 



Beweis: Nach der oben über (149) und (150) gemachten Bemerkung 
genügt es, fOr ^wurzelfrei'' wachsendes T 

|3/| (»)«»• 
(164) limsup 

zu beweisen. 

Ich gehe Ton der Formel des Satzes 179 aus, in der ich noch^in 

^ + 2" zerlege, wo also ^ sich auf die etwaigen p mit 1 2* — y ( < 1 

bezieht: . 

ff! 



(165) 



(,).5-^-|-5?(i)-.,5(.) 



Auf dem Wege 2 + Ti bis | + Ti ist für T^ 2 erstens 

1 1 



« — 1 



<Ai, 



o> 
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100 § 17, NoOimaU N(T). 



zweitens nach Satz 164 



drittens nach Satz 181 



daher ist 

1 + T< 



!3y(»-.^-7-??(l)-.?c)+2'(^.+i))*'i 

(166) < |(A,o + n«i5 log T -^ A, + wo, log T) - A^^ + noje log T, 

Die Summe ^ ^ hat nach (159) weniger als il| + no^ log T Glieder; 
für jedes ist . 

t + Tf 



I'V 9 1= 2 1^1 ^ 2 r— 1 « 2' 



daher ist 

22"(i3/j^.l + |3/7|) 

p 8+r» a + rf 

(167) < (« + -|) (Ai + ««, log 20 - •*« + ««17 log r. 

AnB (166), (166) und (167) folgt för „wurzelfreies« T'^2 






S/^ («)ds I < (^1 + A«) + « («16 + «17) log 2* = ^1 + ««18 log T, 



2 + Tf 



d8\ 



(164) li^^J^P-^-T5^-^««i. 
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&Cs 18S. 101 

S 18. NiditfWBdiwtaiieii toh S(s) in etaiem TMle 
i« krittoehen Sirdftu. 

Sats 183: t(s) hai l»m If^Osidle mf der Gtradm ^ l, also mw^ 
folge der FwßJküomaJjßeifhung omtk keine auf der Geradem d — 0, abpesdm^ 
etwa wm 5 — 0. 

Beweis: Für tf > 1 ist nach Sats 170 

Für tf>l, ^^0 ist mLso 

~ * t (^ + ^^ ^2 — 1^ — ' 

-«^((^ + 2*1)-^ ^^-S^ , 

Für jedes reelle q> ist 
(168) 3 + 4coB9 + cos2y-3 + 4cosg>+2co8*9-l-2(l+oos9)*^0; 
daher ist für tf > 1, < $ 

- 3 ^(tf) - 48* |(tf + ^0 - 8* ^(tf + 2^t) 
f 169^ — V ^og JV^» (» + ^ cos jmt log JV^») + cos (Ümi log A'»)) ^ ^ 

Es sei nun ein 1 + ^^^^ ^ ^ 0> Nullstelle und zwar iter Ordnung 
(k ^ 1); das zugehörige 1 + 2tQi sei Nullstelle Iter Ordnung (1^0), 
d. h. im Falle l » nicht Nullstelle. Aus 



folgt für tf —► 1 (tou rechts) 

(<j - 1) « ^(c^ + ^oO-^ *, (<^ - 1) « 7(^ + H0--> ^ 



(<^-l)yW-^-l,(<^-l)y(<' + M-)~^ft,(<^-l)^(<^ + 2<;0-^I, 
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102 § ^S. Nkihtveraehmnden van t(«) in einem Teile des kritischen Streifens. 

also nach (169), wenn erst mit 6 — 1 multipliziert und dann sar 
Grenze übergegangen wird, 

was mit & ^ 1 in Widerspruch steht. 

Satz 184: Es gibt eine positive dbsoltUe Kon- 
stante cc^^ und ein nur vom Körper abhängiges posi- 
tives Aj4 derart, daß für 






mg« (. 



ist. 



— na,, log ( 



Beweis: THir 1< # < 2, < ^ 2 ist nach Satz 179 und Satz 164 
3tj(«)>-^-«««olog<+2'^(^ + 7)' 

wegen ? 

gt /_i_ . n « ?z:J^ + __i_ > liii 

ist abo 



p,m 



' log^ftco8(wtlog ^») ^ _ gj ^ /«\ 



jyri)'' 



(170) 



< A,, + na^ logi -2 (.^ft«+(^-y ) 



Aus (170) folgt zunächst wegen ^> 0farl<<j<2, <^2 



(171) 



- 8i7(<^ + <0 < ^6 + wa,o log^. 



Nun sei ß^ + y^i irgend eine bestimmte Nullstelle mit y^ ^ 2. 
Dann folgt wegen 

aufi|^(170), w«in dort ^ — y© eingesetzt wird, für 1 < <J < 2 
(172) 2* ^°^^*"";^^°^^^^ < ^5 + na^lo^n - -,4-ft;- 
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80tzl84. 103 

Außerdem ist nach (171), < = 2^^ eingesetzt, für 1 < <j < 2 

(173) 2''^^^^^^-<^5 + ««,olog(2n) = A.. + «««logy„; 
ferner ist (\^eil (s— 1)|'(«) -^ — 1 für « -^^ 1 ist) für 1< tf < 2 

Aus (172), (173), (174) folgt, wenn mit 4, 1, 3 multipliziert und 
addiert wird, wegen (168) 

< 4Ai5 + 4»a8o log y« - -—j^ + ^e + ^^so log yo + ^hi + ^ 
- ^8 + ^«21 log 7o + 7^ - ^ ; 

^::^ < ^18 + »«21 logyo + 1^^1:1; 

also für y^ ^ Jl^^, 1 < tf < 2 (indem etwa «ji =» «ji + 1 gesetzt wird) 

(175) <^<«««iogJ'. + l;rb- 

Hierin darf «gg > 1, A,4> 3 angenommen werden (da sonst diese Kon- 
stanten nur zu yergroßem wären). Alsdann darf ich in (175) 

6^1 + 



5na„log7o 



einsetzen, da diese Zahl > 1 und < 1 + ^ ^ ^ i — < 2 ist: 

< ncc^^ logyo + | • öno^j log^o - T ^^« ^^^^Of 



1-A + 



5na„logyo 

4 1 



19 n«„ logyo ^ "^ ^^^ 6««,, log/o ' 

'^O "^ \19 6/ na„ log y<> "^ 96naj, log 70 "" »«le log y^ ' 

Für < ^ Aj. , tf ^ 1 — — V^ ist also 
^=-^4; ^= n «19 log* 

g(«) + 0. 
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104 § 19. Weitere Hüftaätu ä^ die ZetafiiMktim. 

Drittes EapiteL 

Der Primidealsatz. 

% 19. Weitere Hilfe8ätze ttber die Zetaftmlction. 

Satz 1S&: Ist F{8) für \s-8o\^Rregtdär,0<r<R,%—Til[ax.^F(8), 
8oistfür\8-8^\<r l-«.ISi« 

Beweis: Ist in den schon einmal zitierten Seiten 299 — 801 meines 
Handbuchs enthalten. 
Satz 186: Für 

Beweis: Die für ^ > 1 durch 

definierte Funktion 

Z(s)^ log t(s) 

ist nach Satz 184 im Gebiete 

&>1 V-7, f^L. 

reguKr, wobei ^4 > 3, «,9 > 1 angenommen werden darf. 

Für t^ ^ Ai9 gehört der Sjreis mit dem Mittelpunkt 2 + t^i und dem 

Radius 1 + j — ~ diesem Gebiet an; denn jeder Bjreispunkt 8^0 + t% 

hat seine Ordinate 

für ^0 ^ ^1) ^^^ seine Abszisse 

während 

1- A-.Kl- 



-^.'»«'- .,.,^(^ + . + ,_l^)' 
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also wegen 



lim 

<« = oo 






fÖr ^0 ^ Aoa kleiner als 1 — ; 



ist. 



Ich wende nun Satz 185 für t^ ^ X^^ an anf 

1 



Wegen iJ<2, 

lJ^(«o)l<Z(2)-^, 



«<logMax. ig(s)|<A„log<o 



(nach Satz 169) ergibt Satz 185 für | « — ^o I < ^ 



\F{8)\<2X,, 



+ 2X,Jogt, 



Cnojelog^o 



Önaj^logt« 



< ^85 log*^o. 



also für ] s — «0 1 ^ 1 + 

(176)|^(s)U|J"(*)l< 



4tna^g\ogtQ 
Max. |F(«)i 

l»-«bl^r 



< 12»ai^ log^o-^6 log'^o-^« log^V 
12nai^log«^ 

(176) gilt insbesondere auf dem Radius 1 — j — .- + t^i bis 2 + /q* 

dieses Kreises fQr t^^X^^» Für <^ ^ 2, ^0 ^ A^^ ist aber 

j(«)|<-|'(2)-A.; 
fllrff^l-,^-^,-^,<^A„ ist also 

^(s)|<A«,log«<, 

« womit Satz 186 bewiesen ist. 

Satz 187: Für y>0 istbei Integration über die Gerade 6^2 

2xilogy, falls y^ 1; 



8-00» ^ ^ 



faasO<y<l. 



Beweis: YgL S. 180—183 meines Handbuchs. 

Landatt, Theori« der «Igebralfohen Zahlen. 



Digitize^by Google 



4r>e 



}oa 



§ 19. Weitere Hüfssätze über c(ie Zetaftinktian. 



Satz 188: Es gibt eine positive absolute Konstante a und ^ej^ vom 
Körper abhängige Konstanten v > 1, A; > 0, so daß im Geriete 

1 



(177) 
(178) 
(179) 



t>v,6>l 

[— V < ^< V, tf > 1 

t<'-v,0>l 



nof log*' 

1 
n«logv " 

1 

nalogir-t)' 



@, 



exJd. des PunJdes s^l, der Pol erster Ordnung mit dem Resi^ 
duum 1 iöt, die für ^>1 durch die Beihe 

definierte Funktion K(s) regulär ist und für (177) die Ungleichung 
(180) ..jJ5^(5)|<Mog»« •: 

erfüllt.. 

Beweis: t)as Xy^ des Satzes 186 darf ich > 3 aDnehmeD^ das a^^ > 2. 
Ich setze a = a^s und wäMe v > A,^ so, daß f (s) für — A^^ ^ < ^ A^^, 



Figos 7. 



(r»i 



6>\- 



nalogv 



9 von yerschiedeii ist (was nach 



t-^h* 



Satz 183 geht), al^o im Gebiete (177), (178), (179) 
nicht Verschwindet. Jedenfalls ist dabei ö> 1 — t— x-,— ^ 

"^ |.*2log3. 



/«-^K 



Figur 8. 



Für ff. >1 ist 




femer ist 





für <J > I absolut konvergent, för <^ > y + d, d > 
g[leichmäßig konvergent und dem absoluten Betrage nach beschränkt» 
also fftr ö:> ^ regulär, was alles aus (1er Konvergenz von 

^ logier» -^ log-yp 

XV^'py ' ^ NP' W -li 
folgt. 



K{s) ist also im Gebiete (177), (178), (179) regulär bis aaCde^ Pol 
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Säte 188—189. 



löT: 



erster Ordnung s ■= 1 mit dem Residuum 1; da. femer wegen Ö >f für 
<y > ^ nach dem Gesagten 

K{8) + ^j{B)\<k^ > . ^ : 

ist^ ist im Gebiete (177) nach Satz 186 

I K(s) I < A,o log»* + A„ < Ä; log»<. 



§ 20. Beweis des Frimidealsatzes, 
Satz 189: Für wachsendes x ist 

^(^) ^^log J^)> log j^ --X + 0\xe y^ ) 
Beweis: Es sei x>l. Das Integral * 

i + ooi S + eo» 



Simä^-ß-g'^'' 



8-ooc 



8->-oo( 



konyergiert wegen 
Auch 



I5^(*) 



00 



ij:(2). 



dt 



(« - 2 + <»•) 



V 



konvergiert; weil der Integrand =- . ^ .^ £^(2) ist, DaHer kann Samma- 
tion und Integration vertausclit werden: 

s+oo.- i+»i( X y 

J'^K(s)ds^2logNpJ' ^^^dä, 

S— 001 p 8 — 00« 

imd dies ist nach Satz 187 

Es sei a>i < — V, Wj > v, wo v die im Satz 188 angegebene Bedeu- 
tung hat. Ich wende den G au chy sehen Satz auf 



f$K(s)da 
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Beweis des Primideahafees. 



und dei^ Weg an: Yon 2 + m^i geradlinig aufwärts l>i8 2 + co^i^ gerad- 
linig nach links bis 1 r h o,i, auf der Kurre des Satzes 188 



(Figur 7) über ö + vi, ® ~ m nach 1 -- ^^^^j^;^^^^^ 

geradlinig nach 2 + o^t. Dann ist das Gesamtintegral 
-" 2xiXf da x das Residuum des Integranden im Pole $» 1 ist. 
Nun lasse ich unabhängig m^ nach — oo, m^ nach oo 
rücken. Die Integrale über die Horizontalstücke streben 
gegen 0, da — aus Symmetriegründen brauche ich nur Tom 
oberen zu reden — die Weglange < 2 und der Integrand 
nach (180) absolut genommen 

ist. Alsivergibt sich 

erstreckt von unten nach oben über die ganze Kurve des Satzes 188. 
Es kommt also nur darauf an, dies Integral bei wachsendem x als 

\xe y^ ) zu erweisen. Aus Symmetriegründen und, weil für den 
geraden Teil der festen Lange 2v offenbar sogar 



o(a 



ist, genügt es also, 

(181) j\^.m\ 



f$Ki8)ds 



Oix^ 



dl 



na\ogt 



+") 



dt 



dt 



0\xe V» ) 



zn beweisen. Der Integrand ist hier nach (180) 

und es ergibt sich, wenn x so groß ist, da& c^"«** > v ist, 



eV^ 



Vi^ 



p-^.'^^a,-j+j 



A^ 



y^x 
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8atet90. 109 






logg 



dt 



< g ^'y^/^' /W* <;^ + l c^log»t + c.log't + c.logt+c. |« 






also (181). 
8atz 190: 

Beweis: Es werde fQr a; > 1 zur Abkürzung e *'^" — d gesetzt 
Nach Satz 189 \%i,x ■\-8x^ x geschrieben, bei wachsendem x 

(182) -« + *«+ OVa;e V'" /-« + *«+ 0(*»a;). 

Die Teilsumme 

2'bg2^plog^|? 

hat nur 0{8x) Glieder, da jede Zahl höchstens nmal als Np darstellbar 
ist; jedes dieser Glieder v$i , . 

<\og{x + Sx) log ^^^ti^-log(l +d)log(a;+ da?) < dlog(2ar)- O(dlogx); 
es ist also 

^. '^logN^ log^+|5 - 0(d»« log«), 

also durch Subtraktion Ton (182) 

=^lögyp log?^^ - X + di» + 0{8^x loga?). 
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ItO § 20, Beweis des PHmtdedleaUes, 

HierTon werde P(x) nach der Formel des Satzes 189 Bubtrahiert: 
log(l + S)H^) - ^logNp log ?±^ 

- flj + da? + 0(d*a? loga?) —a: - 0(*'a?) - da? + 0(d'a: log:r), 

Wegen S i + o(S) '' 

. ■■'., log(i + *) ^^^W 

(bei wachsendem x) ist also 

'': &{x) — ar + 0{dx) + 0(ßx loga:) ^x+ 0{Sx loga?) . 

'^x+Oyxe^y^ logx) -» X + 0\xe y^ ). 
Satz 191l Fik die AwuM n{x) der Primideale mit Norm < x giU 

Beweis: Wird ^, . / n 

gesetety wo also naoh Satz 190 

i^(a:) - 0\a?6 l^ / 
ist, so ergibt sieh fttr a? > 2 

[X] [X] ix] 

^ ''""^If log III '^ ^j log« ^j logm 

Hierin ist, weil ^| monoton abnimmt, 

*; ' lOgtt ' 

und andererseits 

W [«1 

V ^W-ii(w-i) Sp^/ x/ 1 i \ ilW I »l([a?]) 

^ log m ^ ^ ^"•>' \logm log(m + 1) / "^ log2 ^ log(t«] + 1) 



mssS fi»sl 



W _^y,^ log(l + -l) . . / -^Kto^\ 



logm log (w+l) 
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Satt 191— 193. 111 



-o^e y^ +o\xe y^ ) 

^o^i + o^e y»' +0\xey' ) 



m = »- 



wegen : 

»yi^(i + o(^)). 14^ + 0(1). 

Damit ist Satz 191 bewiesen. 

Satz 192: „^,).^ + o(^), 

also a fortiori 

(183) ■ -^_1. 

log« 
Beweis: Erstens ist 



zweitens 






/du ^i u r du Y ?___?_. f *^«* 
log» l log» ' J log'»Jj°" log« log2 ' J log«» 

-WF+Ö(l) + 0(>^)H-0(i^)»l^ + 0(i3^). , 

80 da& auA Satz 191 die Behauptang folgt. 

Satz- 193: Für gwei beliebige (ägebraische Körper gibt es asymptotisch 
gleich viele Primideale, indem für die zugehörigen Funktionen n^ (x) und ar, (x) 



->1 

ist. 



^ :: ■ «•(«) 
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§ 21. Weitere Hilfrsätge über die Zetafunktian. 



Beweis: Nach (183) ist 

3ri(a?) 



1, 



log« 



X 

loga; 



1. 




/*rA 



Viertes Kapitel. 

yerallgcmcinernng 
der Biemann- Ton Mangoldtsclion PrimzahlformcL 

§ 21. Weitere Hilfssätze über die Zetafunktion. 

Satz 194: Es gibt eine nur vom Körper abhängige Konstante ft^, so 
daß sowohl für <y < — 1, | '| ^ 1; «'« auch für * $ 0, <y = — g, wo 
^f ff = |, |, I, •• ad inf. ist, 

J^(s)|<ft,log|5( 

ist. 

Beweis: Naoh Satz 156 ist, wenn s 
durch l — s ersetzt wird, 

I x(8ini^)''^^-(cos'^)^r(l-5))-, 

|-(«) - - y (1 - «) + » log2« - logMI 



FigavlO. 



(184) 



+ (n + U) T <5^8^ - ^« T *g^ - w ^ (1 - ä). 



Im Gebiet der Voraussetzung ist wegen 8i(l — s) = 1 
Satz 165 



<y ^ 2 nach 



|^(l-5)j<c,log|l-.s|<c,log(l + |s|)<(ilog|H, 

da ja [s| ^|/2 isi Femer ist dort wegen 9i(l — s) ^ 2 

|-|l(l-s) + nlog2jr~logM||<M,<f*3log|«|, 

wo fij, • • • vom Körper abhängen« 

ctg— und tg-^ sind im Gebiet beschränkt; denn 1. fär ^^ 1 ist 
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Satz 19*— 196. 



118 



ctg-s- 



(185) 



far ^ < — 1 gilt (185) also anch, und infolgedessen ist für | ^| ^ 1 

!. «« I I . jc(l— »^ I ^ «"+1 

|tg-^|- ctg-4— 1^--^; 



7t8 



2. auf den Geraden <y = — gr (die keinen Pol der beiden Funktionen ctg -g- 
* und tg^ enthalten) ist, soweit — 1 < ^ < 1 ist, wegen der Periodizität 



Tan 



ctg- 



und 



tg -- der Wert gleichmäßig beschrankt. 



Aus (184) folgt also die Behauptung. 
Satz 196: Es sei T > 0, y > 0. Dann ist 



»+r» 



2-r/ 



I ^ds- 2sti 

J 8 ! 



»-T* 



)< 



T llogyl 



für y > 1, 
/arO<y<l, 



S + Ti 



\\m l —ds^ni füry^ 1. 

7soet/ * 



Beweis: Vgl. S. 342—346 meines Handbuchs. 
Satz 196: Es sei 

w daßfm 6> 1 



istf und es werde 



p,tn 



für nicht gange a: > 0, 



2G(Jc) 

2GQ^) + ¥ G{^) für ganze x>0 
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114 § 22, Die Primidealformel 



gesetety anders ausgedruckt: 
Dann ist für x>0 



^log Np für nicht gange x>0, 

lim — ^^ ^-^ — i_L_-Z ff^r ganze x>Q. 

d = ^ 



» + T» 



Um f^^(s)ds 2aiW{xy 



»-Ti 



; Beweis: Es sei T>0, x>0. Wegen der gleiehmäßigen KonTorgenz 
unterwegs ist 

i + Ti 2 + r» ^ ^ i+ j< /^y 

»-J» 2-rf *=i *=i 8-r« 

also, wenn «(y) = 2, 1, für y > 1, y = 1, < y < 1 ist, 

(186) -J^^(s)ds^2mW(x)^^6(1c)[f >4^rf5~;ris(f) j. 



2-T» t = i 2-r« 

Nun ist nach Satz 195 

i 



/i+Ti/xy \ /xy 

(187) .^V_^, 



was für T — > oo gegen strebt. Im Falle eines ganzen x strebt das Glied 
/ f+Ti/xy \ 

G(x)\ I — — ds — 7t i j nach Satz 195 auch gegen 0; Die rechte Seit^ 



von (186) strebt also für T ^> oo gegen 0, womit 4er Satz bewiesen ist 

§ 22. Die Primidealformel. 
Satz 191:Fürx>l ist 
(188) ?P(:,).a:-(rlogr. + ao>-^^log(l-^)-r,log^^ 
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Satg 197, 



116 



•WO dieg nach absolut wachsenden Ordinalen (sonst hdUhig) geordnet sind; 
a^ ist eine vom Korper abhängige Konstante, 

Beweis: T> sei ,^warzelfrei'^ Ich wende den Gaachy sehen Satz 
anf das Integral 

und das im positiven Sinne zu durchlaufende Rechteck mit den Ecken 

2 ± Tiy — g ± Ti an, wo g eine der Zahlen |, f, t, • • • ist Der Rand 

des Rechtecks enthält keine singulare Stelle i 

des Integranden. Im Innern des Rechtecks 

liegen nach Satz 155^ 1.^ 3.^ 4. folgende // 

Pole: 

1. 5 « 1, mit dem Residuum — X] JJJ, 

2. s =- 0; im Falle r « mit dem Re- 

«iduum y (0) (was eyentuell ist, so da& 

dann 5=»0 regulär ist), im Falle r>0 
wegen 



IV 

Vigwt 11. 



y|W==|(l+Äloga;+|ylog«a;+...)g + ao + a,. + ...) 



a:^. 



mit dem Residuum r logo; -f a^; 

3. die Q, für welche 1 3p | < ^ ist, mit dem Residuum — (wobei über 
eiii mehrfaches ^ auch hier in der Yielfachheit zu summieren ist); 

4. die geraden negativen m > — q mit dem Residuum (r + 1) - 

=-(•^1 + ^,) " 



m 



6. im Falle r, > noch die ungeraden negativen m > •— $ mit dem 
Residuum r, — . . . 

Der Gau chy sehe Satz ergibt demnach jedenfalls ' • , 



' (189) 



T- 2;ri(- x^r loga? + a^ +2^^ + ^y."^ 
j=i n ni iV 



wobei^für g — | Null bedeuten soll. 
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116 , § 22. Die Primidealfonnel 



Bei festem ^^wurzelfreieu^^ T > 1 lasse ich jetzt q sprungweise int 
unendliche rücken. Nach Satz 194 ist 



1/1 



<2rY%,log(j + 20-^0. 



/und /haben einen LimeS; indem sogar 

konvergieren; weil nach Satz 194 unterwegs für <y < -~ 1 

(190) i?'|:(,)|<^^,iog|,| 

-1 
ist, j .t ^^r 1 5 1 ^ V^2 beschränkt ist und / ic*^rf<y wegen x>\ konvergiert 
(1S9) ergibt also, da "• 



i;^,-i>«6('-?) 



ist, 

/-2«»(-a;+rlog*+«,+2f+»-,log(l-|)+^log(l-^.)) 



(191) 



-•+r< s-r« 

2 + T» -«o-Ti 



Nun lasse ich 2, „wurzelfrei" wachsend, ins Unendliche rücken. Nach 
Satz 196 strebt/ gegen — 2 ;rf 3''(fl;). Der Satz 197 wird also bewiesen 

sein, wenn ich erstens für stetig wachsendes T^ 

(192)' ^tI-*^' 

zweitens für „wurzelfiei'* wachsendes T 



(193) /l ?(*)'' 

zeigen kann. 



S + Ti 

00-1-7« 
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SaUs 197. 



117 



(192) folgt daraasy daß die Anzahl der q mit der Ordinate T^>2 
nach Satz 180 kleiner als ^4 log T^ ist, also 



(194) 



2 ?l<^".^¥ 



ist, was fär T|j — ► 00 gegen streht. 

(193) wird so bewiesen. Nach (190) ist zunächst, da -^^ för y ^ c 
abnimmt, f ür T ^ e 



-l + Ti 



(195) if'^ f («)d. I < ^J'^dö -. 0. 

Es Terbleibt fQr „wnrzelfrei^' wachsendes T 

2+r.- 



fi'jis)ds-^0 



-l + Ti 



ZU zeigen; das ist die Hauptschwierigkeit. 
Ich knüpfe wieder an (165) an: 

?(-)-»-.4,-i-5?(i)-^.?w+2'(.-^.+{) 

Nach Satz 164 und Satz 181 ist unterwegs gleichmäßig für T^ 2 

i»-.-^-;-??©--.?»+2'C4-,+i)i<»%io«r. 

also 

l7?(»-.4i-i-??(|)-.^«+2'(.-^.+i))^. 

(196) <3^,a;«^-^-^0. 

^ hat nach Satz 180 höchstens (i^ log T Glieder; also ist 



i+ri 



(197) 



/7Z7'"l<"^'»«^T5^-«>- 



-i + r.* (» 
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§ 2S. Von der Eeihe ^f?? . 

118 "T^ 

Bei jedem der höchstens ^^ log T Integrale 

SlSi- ir-3,|<l, 

-i + rt 

ersetze ioh den Integrationsweg im Falle ^q <,T durch den Halbkreis 
nach oben^ im Falle 3(» > T durch den Halbkreis nach unten; in jedem 
Falle ergibt sich, da unterwegs 1 5 — p | > 1 ist, 

t-¥Ti 



/3* de 









2 + Ti 



womit alles bewiesen ist. 

§ 23. Von der Eeihe V— . 

Satz 198: Die Beihe 

(199). «(.;)- Vf 

(in der Anordnung des Satzes 191) konvergiert für äUe x>0 
Beweis: 1. Für x>l war es in § 22 bewiesen. 

2. Für a: = 1 folgt es aus ~ + :i-^ "= "tt^; da 
konvergiert und nach Satz 180 

lim y|-|=o 

ist.; • , , 3?=±r, 

3. Für < x < i folgt es aus 

(201) ^ — j^. + :j^.'-^^'^ ' ** - 



denn nach 1. konTennert 

(202) 2-T 



e' 
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Satz 198^199, - 119 



da 1 — (> mit Q alle Wurzeln des Streifens < <y < 1 drurchlaufl^ gleich- 
falls nach absolut steigender Ordinate geordnet, und 

wegen der Konvergenz von (200) sogar absolut konvergiert. 

Satz 199: Es sei <Xq< x^, 1. Wenn das Intervall x^<x<x^ 
mindestens ein % = Nlfi^j p Primidealy w § ganz rational, enthält, ist 
die Beihe R(x) für Xq<x<x^ ungleichmäßig konvergent, 2, Anderenfalls 
ist sie dort gleichmäßig konvergent. 

Beweis: 1. Da die Glieder von R{x) für o; > stetig sind, so genügt 
es zum Nachweis der ersten Behauptung zu zeigen^ daß der Summenwert in 
jedem Punkte | » Nif^ sowohl nach links als auch nach rechts unstetig ist. 

a) Für I > 1 folgt dies aus (188), wo rechts alle Glieder außer JR{x) 
stetig sind, links W^x) sowohl nach links als auch nach rechts unstetig ist. 

b) Für I » 1 nach rechts folgt es daraus, daß in (188) für zu 1 ab- 
nehmendes x der Bestandteil — ^* log \l A — r, log f 1 j über alle 

Grenzen wächst, während 3^(ic) und x — (r logo? + a^) dort einem end* 
liehen Limes zustreben. 

c) Für I < 1 und für $ » 1 nach links folgt es daraus, daß nach (201) 



B{x) + xR[^^ 



im Punkte | < 1 stetig, bzw. im Punkte | ==> 1 nach links stetig ist 
(weil (203) für < a: ^ 1 wegen | ic^ I < 1 gleichmäßig konvergiert), und 

12 (—j im Punkte |< 1 beiderseitig unstetig, im Punkte 1» 1 nach links 

unstetig ist. 

2. Das Intervall x^<x<x^ sei jetzt frei von den |. 

a) Wenn l<^x^<ix^ ist, so lehrt ein Blick auf die Forn^eln (194), 
(195)^ (196),:(197), (198) des Beweises von Satz 197, daß für T^-^ oo 

'S? —I 

gleichmäßig gegen strebt, und daß die beiden rechts in (19^1) auftreten- 
den Integrale bei „wurzelfrei*' ins Unendliche wachsendem T gleichmäßig' 
gegen streben. (Dies beides würde auch im Falle 1. noch gelten.) Die gleich- 
mäßige Konvergenz von (199) wird also bewiesen sein, wenn gezeigt wird,^ 
daß gleichmäßig 



ist 2-y« 



tZ fjj^''^^' 2«iW{x) 
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120 § ^^' Elementare Ahsehätzurtgen, 

Ich wähle d > so, daß auch das größere Interyall Xq— 8 <x<x^ + d 
Ton den Punkten l = Np"^ frei ist. Nach (186) und (187) ist i^x^<x<a\ 



-/? 



»-r< 



'j{s)ds--2ni^{x)\<-^-21- 



*'|log^. 



was von a; frei ist und für T — ► oo gegen strebt. 

b) Wenn < a?^< ai^j < 1 ist, folgt (weil die Strecke— < ar < — von den 

I frei ist) die gleichmäßige Konvergenz aus (201)^ da (202) nach a) und 
(203) wegen | x^ | < 1 gleichmäßig konvergieren. 

Satz 199 ist damit bewiesen. Diese Tatsache^ daß 

gerade in der Nähe der Primidealpotenznormen und sonst in der Nähe 
keiner Stelle > ungleichmäßig konvergiert, deutet auf einen arithme- 
tischen Zusammenhang zwischen den komplexen Wurzeln der Zetafunktion 
und den Primidealen hin. Ich habe keine Ahnung, worin derselbe besteht. 



Fünftes Kapitel. 

Die Anzahl der Ideale mit Norm < x. 

§24. Elementare Abschätzungen. 

Satz 200: Es sei a ein Ideal, x>0, G{x] a) die Anzahl der durch a 
teilbaren Hauptideale \^ mit Norm ^ Xy d. h. die Anzahl der Elemente eines 
vollständigen Systems van verschiedener, nicht assoziierter Zählen des Ideals 
a mit Norm ^ x. 

1. Dann ist, wenn die Anordnung der konjugierten •ö'^ dieselbe ist wie 
im § 9^ und wenn w und r die dort angegebene Bedeutung haben^ wG(x]a) 
identisch mit der Anzahl der Gitterpunkte des folgendermaßen begrenzten Be- 
reiches V{x). 

Es sei cc^,' ' ',a^ eine Basis von a; g^*^ bedeute (für beliebige reelle x) 
dieLmearform g,*) _ „<*,^ + . . . ^. „«^^^ 

WO aj*^ die a, in P{^^ entsprechende Zahl ist 
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SaJtMSHH), 121 

Es sei $1,- • •, €^ im Falle r > et» Sfßtem van Grundeifikeiien; für 
fedk Xj, • • •, x^y hei denm dUe jw ^ sindj hegeidme e^, • • •, e^ die wcgen^) 

(204) |logkl*>|| + (i-l,...,r;I-.l,...,r) 
eindeutig vorhandene Lösung der Gleichungen 

n 

(205) e,log|«i«|+...+e,log|e}.»)|-log||(»)|-^log/7l|(") (l^t^r). 

mal 

Dann bedeutet V{x) im Baume der x^j - * *» ^,« den BereiA 

(206) [o<77iS^*M<^, 

(207) 0<e,<l (I-l,2,...,r). 

/iw Falle r^OfälU (207) /ort, ««rf r{x) bedeutet den Bereich (206). 

2. Dieser Bereich V{x) liegt im Endlichen, und es int in allen Punkten 
des BereicliCS für l<l<n 

I ar, I < eo;", 

wo c von l und x unabhängig ist; also ist, da der Spielraum jeder Koordi- 

L 
nate Meiner als 2 ex* ist, bei wachsendem x die Anedhl der GitlerpunJcte 

jenes Bereiches 0{x\ also 

G{x', a) - 0{x). 

Beweis: 1. | »- a^x^ H h a^x^ stellt für ganze rationale x^ alle 

Zahlen des Ideals und jede nur einmal dar. 1 4" nebst I N^i \ < x besagt 

(206) 0<^||(*>|<a:. 

a) Für r » ist, da je w Zahlen assoziiert sind, nichts weiter zu 
beweisen. 

b) Für r > sei 

eine feste Zahl + des Ideals, also X^, • • •, X^ irgend ein von yerschie- 
dener Gitterpnnkt. Alle zu ^ assoziierten | sind durch 

l^a^x^^ ■+- a»a?.- Hü 

gegeben, wo H eine beliebige Einheit ist. Nach Satz 137 ist 

I -p«;^- ••«?'• Ä, 

1) Die linke Seite Ton (204) bedeutet eine Determinante« 
Landau, Thaoxia dn algebraiaohen ZaMoi. 9 
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122 § ^^' Elementare Abschätzungen. 

WO Q eine beliebige der w Einheitswurzelu des Körpers ist, cii," ',a^ alle 
ganzen rationalen Zahlen durchlaufen. Die erste Behauptung wird be- 
wiesen sein, wenn ich zeige, daß genau ftir ein System a^, * • *, a^ bei will- 
kürlichem Q das I, d. h. der Gitterpunkt ^i, * - -jX^ die Bedingungen (207) 
erfüllt 

In der Tat sei jB,,--, E^ die Lösung von (205) für x^ «= ^i,-*-> x^^X^] 
i. h. es sei 



(208) 2^,log|«i*>Hlog|Ä(*)|-^log/7|Ä^'"^| (l<^-<r). 

Wegen 



ist 



femer ist 



tAsl 

JW -. Q{i) (£[»))«! . . . (f (*))«r ^(») 



log|r*>HÄlog|£i*)! + log|Ä(*>|5 



//|6(-)| = |JV^||«|2^ÄH/7|S^-)|; 
wird (208) von (205) subtrahiert, so entsteht daber 

1=1 /=1 

also wegen (204) 

so daß genau für ein ganzzahliges System a, mit willkürlichem q d 
Relationen (207) gelten. 

2. Es sei zunächst r > 0. Für jeden Punkt a?!, • • •, rc^ des Gebiete:: 

n 

V(x) ist, wenn zur Abkürzung JJ\ g^"») | = P(a:i, . . ., x^), kurz P geset 

»«=1 
wird, nach (205), (207) für 1 < i < r 

r 
ilogllWl-ilogPk^llogl^)!!«!!, 

WO Cj > ist und von x, x^, • • •, x^, h unabhängig ist (desgl. ^, • • •, C7 nac - 
her). Also ist erstens für 1 < A; < r 

log||(*M<^ + ~logP<Ci+ilogx, 
(209) \l^'^<c,x\ 
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Sau 201—202, 128 



zweitens ftr 1 ^ t < r 

log|S«|>-c, + ilogP, 

(210) |p)|>£iP^ 

Nun ist, wenn.^i^ • • -, ä^^^ die Bedeutung aus § 9 haben; 
also nach (210) *"* 

(211) |5('-+^>|<CiP-<«ia?^. 

F«r r -. ist (211) nach (206) sofort klar, da dann 1 1(») 1"^ <, x, 
i "" 

||W|<a^ ist nnd ({,- 1 iQr n - 1, aber di» 2 far n - 2,r = ist. 

Ans (209) und (211) (bzw. bei r > ans (211) allein) folgt fQr 
l<,h<n , 

alsO; weil w^pen 

die a:, (i = 1, 2, • • •, n) homogene lineare Funktionen der |W (1 < t < n) 
«ind, fdr 1 < i < n ^ « = 

I rr, I < ca;* . 

Satz 201: Die Anzahl H{x\ ft) cfer Ideale einer Klasse ft m« Norm 
< a? tsf /&> a? > gleich G{xNa\ a), wo a ein beliebiges Ideal der inversen 
Klasse St"^ ist; nach SaUs 200 ist also bei wachsendem x 

H(x', St) = 0(x). 

Beweis: 1. Ist b ein Ideal von ft mit Norm < a^^ so ist 6a » 1^ ein 
durch a teilbares Hauptideal und Nif — ^6 ^Q < xNa. 

2. Ist 1^ ein durch Q teilbares Hauptideal und Ni) < xNa^ so ist in 
1^ — 6a das Ideal 6 zur E]asse ft gehörig und ^6 < x. 

Satz 203: Die Äneähl H{x) aller Ideale des Körpers mit Norm < x 
ist 0(x). 

Beweis: Folgt aus E(x) -^jS"(a;; Ä) und Satz 201. 
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124 § ^S' Hilfsnätte über tmige Integrale. 

Satz 203: Ist F{m) (wie in Sat0 142) die AnzcM der Ideale mit der 
Norm wi, «0 trf /wr < ^ < X 

ms.1 

für «■ > 1 

m^UJ + l 

Beweis: Nach Satz 202 ist 

1. Für < «■ < 1 ist somit 
■^F(m) ^JB'(m)-Jff(m-l) ^rr/ n/ 1 1 \ , g(g) 



iH=l mal msi 

m s 1 m « 1 

r 1 * 



msl 



2. Für -^ > 1 ergibt sich 



^ m^ ^ m^ j^^^^^Km» (ifi + lW ([«] + 



; Ö^-^^ O^ii- ö/l^- «([o;]-*) - 0(x-*). 



§ 25. Hilfesätze Aber einige Integrale. 

Satz 204: Es gibt eine absolute Konstante c derart, daß für alte U> 
und alle ^ $ ^ 

ist. Übrigens leistet dies c » 26. 
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8atg ^^OS-JH^i. 123 



Beweis: Wird ft — 1 + 2 log t^ gesetzt, so ist für alle U> 0, v > 
u 



ly;-!^— •(iog-i-tiog.)^^|^26 



KU beweisen. 

I. Es sei < t^ ^ 2. Dann reicht es zweierlei zu beweisen: 



1. \) 1^8 fürO<aii<lC, 







«1 
2. I/I^l für 16 < CD,. 

(DenÄ 8 + 1< 2&) 

Oh 16 

adl.: \f\<fu'^du^S. 

ad 2.: Es ist 

J J-ty5llog1»-2log,r) 

« — iL r^^co'C^^flog^* — ^ — 2log»)) I f^ »P (iHlogu — 1 — 2 logy)) . 

(212) ■" ^-J }/5(l0g1» — 2l0g*r) J yS (logt* -2 log fr) 

Im Interrall 16 < w < o, kommt der Nullpunkt w — v* < 4 des Nenners 
nicht yor; der Nenner ist vielmehr unterwegs positiv tmd wächst Da er 
^ l/l6(log 16-2 log 2) - 8 log 2 > 4 ist, ist nach dem zweiten Mittel- 
wertsatz mit Rücksicht auf 

17, Uo 

jyrfcos(waogw- 1 - 2 log v)) |<2, |yd8in(w(logw — 1 — 2 log V)) |<2 

/|<i-2 + i-2-l. 



unser 



n. Es sei v>2j also i^ — v>2. Dann reicht es, viererlei zu be^ 
weisen: 

1. |/!<3 ftrO<iDi<2, 





Ol, 

^|< 12 für2.< a»,^v*- V, 



\A 
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126 § 25, Hüfss&tze ö&er einige IntegraJe. 

3. IXI"^^ fürv«— v<cD,<v«+v, 

»« 

4. \S\<^ £Ürv*+v<cD4. 

(Denn 3 + 12 + 3 + 8« 26.) 

ad 1.: |/|^/«*~"^** "= 2y2<3. 



ad 2.: Anf jedes der beiden Integrale in (212) ist^ da der Nenner 
■j/tt (log t* — 2 log v) 
auf der Strecke < t« < v* negativ ist, fuiu^ v^ und u—>0 den Wert 
hat und dazwischen ein Minimum f&r t« » -^ (die Wurzel von 

annimmt, der zweite Mittelwertsatz zweimal oder einmal anzuwenden (je 
nachdem -j- im Integrationsintervall liegt oder nicht). Im Punkte u » 2 ist 

>/w(logw-21ogi;)<y2(log2-21og2) l/^log2<-j/2.^ -^, 

im Punkte w « v* — v 

V^aog«»-21ogv)-l/i?=^log^<]/^log(l -1) 

der Nenner ist also unterwegs < ^, und es kommt heraus: 



l/k 



\<2-2-2-~ 8 1/2 < 12. 

adS.: |/j</J-i..<^<^-2^ 

»»— y »* — V r "2~ 



ad 4: Nach (212) ist, da der Nenner positiv ist, bestandig wächst 
und für M =» V* + V den Wert 

l/i?+Vlog^ > V log (l + 1) > V i - 1 

Hat, ». 

|j|<2.2.1 = 8. 

»* + » 
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Satz 206—206, 127 



Satz 206: E$ sei der Körpergrad n > 1. Ich bärachte, wenn f(s) die 
Funktion aus Sota 166 und w eine positive Variable^) ist, die n + ^ 
Integrale 5^^^ 

—00« 



I— 



I— 



l+flo» 



fm'^ds^L^iw), 



1+00» 



Jf{s)w^-Hs^L,^,{w), 



deren jedes durch formales Differentiieren aus dem vorigen emtsteht. Ich he- 
haupte, daß diese Integrale ahsdut konvergent sind, femer hei festem Wq>0 
für < w <Wq, gleichmäßig konvergent, so daß für w>0 jedes dieser 
Integrale stetig und vom aweiten an die Ableitung des vorigen, also für 

0<*<n+l r/N T(h\r \ 

%st. 

Beweis: Da jeder Pol von f(s) eine positive ganze Zahl ist, ist jeder 
endliche Punkt des Integrationsweges regulär. Nach (134) ist für <^ » f 

f(s) = 0(f (i"l)) =- 0(^-») « 0(«-«); 
weil für < w; < w?0 und Z = n, w — 1, • • •, — 1 

iw^-^^i^w' <wy 

ist und der etwaige Nenner s(s + 1) • • • (s + absolut ^ f ist, so kon- 
vergieren die Integrale absolut und gleichmäßig. 
Satz 206: Es ist 

— — —00» 

4 

1) Eine Verwechslang mit der nicht mehr vorkommenden ganzen Zahl w aus 
Satz 137 ist wohl nicht zu befürchten. 
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12S § ^S. Hüfsnätze tiber einige Integrale, 

WO R{tv) das Besiduum ti;*+*(-4^ log^ w -{ 1- A^) des Iniegranden im 

Pd (r + l)ter Ordnung s^l ist. 

Beweis: leb wende den Gauch 7 sehen Satz auf das Reehteck mit 
denEeken | — ®i»,| + ©«», — \ + ^th — i — Oi«an, wo cDi>0, (ö,>0 
ist. DarinliegtauBers— tlkein Pol, da /'(s)f&r5»0ver8eh windet. Die Inte- 
grale über die Horizontalseiten streben für iDi — > 00, o, -— ► 00 gegen 0; weil 
z. B. oben die Weglänge fest (nämlich j) ist und nach (134) der Integrand 
(bei festem w) gleichmäßig 

oU-(t-(-t))-.)_oM-)-oU-^) 

isi 

Satz 207: Wird 

(213) L(w) - 2niR(w) - K(u>) 
gesetzt, so ist für O^A;<n + l ^' wcu^sendem w 

(214) ZI*)(w)-o(m;"^"»^'^""*v"-)). 

Beweis: Ich wende fQr p^ > 0, o, > den Cauchysclien Satz aaf 



//•(*) iöT 



ds 



8(« + l)---(« + n-*) 
(wo im Falle Jc==^ n + 1 der Nenner 1 bedeutet) und das Rechteck mit 
den Ecken - — (o^i^ - + (o^i, — g^ + -^ + w,», — g^ + -^ — cd^* an. 
Es ist 

^^ 4^ 2 2n^ 2^n^ 2^» 2^2n = 4^^* 

Dem Gebiet gehört, da f(p) = ist, nur der Pol s = 1 an. Das Residuum 
dort ist R^^^{w), da für einen hinreichend kleinen Kreis um s — 1 

ist. 

Die Integrale über die Horizontalstücke streben fQr oij -— ► oo, a», — > cx> 

gegen 0, da z. B. oben die Weglänge fest (nämlich 2 ^^) ist und nach 

(134) der Integrand (bei festem w) gleichmäßig 



ist. 



oU-a-(-^^))-'— ')_oU-i) 
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Eb ergibt sich also nach Satz 205 



-I--?-- 



zw(«,) - m{u,) - 2nim(w) =fas) ,...*;*!|!^*_t) ds. 



1 '-i 



Ea genügt wegeii-| + ^ + w-t--i-^+n-t(l-^) 
und aus Symmetri^ünden, 
1 »-I 



nachzuweisen. Unterwegs ist bei wachsendem t 

femer nach (133) 

f{s) - ^0^""*""^ e-»«ao«'-^ (l + (1))^ 
also 

wo fl(<) für <> stetig and O^t"*) ist. 

Wegen | tc" | •- 1 ist das eo ipso absolut konrei^ente Integral 

fw"i}(t)dt^O(l). 

Also reduziert sich (^^ ist -f 0) alles auf den Beweis TOn 

jVTe-""H-^-^'""")d<-0(l). 

Es ist fUr o > nach Satz 204^ was auch w>0 sei, 
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130 § ^^' Hüfssätge über einige Integrale. 

also für alle %o>0 

nnd Satz 207 ist bewiesen. 

Satz 208: Es sei w>lyO<v<Wj ^^K{w) diente Differem hei 
jeweiligem Fortschreiten um v: 

d^K{w) =- K{w + nv) - ( j) K{w + (n - l)v) + ... + (- iyK{w) 

n 

(215) -2'(-i)-'(r)^(«'+H 

Behauptet wird die Existeng einer von v und w unabhängigen Konstanten 
y^, so daß erstens ^ ^ 

ßweitens ^ ^ 

ist. 

Beweis: Nach Satz 207 ist für w; > 1 

(216) \K(w)\<y,w'"^^^'"' 

(217) \m'')(w)\<y^w^ »«. 

1. Nach (215) und (216) ist für m; > 1, < v < w 

|^,^(tc;)|<y,2(z)(^ + ^^)"^"'^"^"<y^^ ' 

2. Wegen 

w Vi ' Vn-i 

ist nach (217) &Lt w>l,0<v<w 

£ _i_ £ i_ 

|^:/,JC(u;)|<y5t;»(w+nu;)*''«*-y5t;»M?« »«. 
Satz 209: Z« t^ 

2 + OD« 



s s» 



1 r y^" 

S-oo« 



ii(y-l)«/ury^l, 

/Ar < y < 1. 
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Beweis: 1. Für y ^ 1 wende ich mit » > n + 2 den 
Oanchy sehen Satz auf 



/; 



iß+n) 



ds 



und den Halbkreis über 2 — dt bis 2 + ci« als Durchmesser ^n * -i4 *0 

nach links an. Die Besiduensumme in ^ » 0, — 1, • • •, — n 

ist 



«-'+» 



^( l)'ii(n-Z)! 



/=ö 



^2'(r)(-w-'-i(s'-i)"5 




ZsO 



Figur IS. 



das Integral über den Halbkreis strebt für o — > oo gegen 0, da die Weg- 
länge nm und der Integrand absolut 



< t 

-^ (o ~ 2) (o 



3)...(«-n-2)'"^V+i)""^W 



ist. 

2. Für < y < 1 nehme ich mit cd > aly Integra- 
tionsweg den Halbkreis über 2 — dt bis 2 + «o^ iiach rechts. 
Darin liegt kein Pol, und das Integral über den Halbkreis 
strebt f ür d --► oo gegen 0, da die Weglänge atd und der ^ ' 
Integrand absolut 



<-i o(-i,) = o(i) 



ist. 




Figur 18. 



§ 26. Die Idealftinktion. 



Satz 210: Für die JneaM H(x; 5^) der Ideale einer Klasse mit Norm 
^ X {siehe Säte 201^ giU, wenn X die Bedeutung aus Sabs 154 hat. 



H{x; St) - Xx + o(a;^"»+»); 



(218) 

diso gut für die Aneahl H(x) äUer Ideale des Körpers mit Norm < z 
(siehe Satz 202> "" 

(219) H(x) - hXx + o[x'^^). 

Yorbemerkung: Wenn auch (219) aus (218) folgte so werde ich 
doch beide Formeln gleichzeitig beweisen, da für einen späteren Zweck 
der doppelte Ansatz erforderlich isi 

Beweis: n darf > 1 angenommen werden, da fürn — 1 die Behauptung 
wegen lf(a?; Ä) « H{x) ^ x + 0(1) trivial ist Es sei a; > 0. Aus den 



Digitized by VjOOQ IC 



182 § 26, DU IdetafiMikHon, 

fftr er > 1 gültigen Formeln 

mal 

gesetzt wird, also*) 

Q{x) -2c» - S(x; St) bzw. H(x), 

ntsst 

00 

ist, "»"1 

« + •< 2 + «of ^ 

*— «•' 8—00« msl 

msi 2-00« 

also nach Satz 209 

W [ar] 

»»»1 m = l 

Andererseits ist 
(220) Sl{x)~Jdy,fdy,...jQ{3,:)dy, 

« SJ •'n-l « a: A 

»«Sy„ m^x m y, y, 

'2<>.,ßy,-'-Jix-y,)dy,-^c„fdy,^^.f^^dy, 

m^x m y, mg» m y^ 



mS« m mga? 





1) ^bedeutet dabei 0. 

mel 
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Also ist a+ooj 



2-ooi 




Nun wende ich für Oj > 0, o, > 
den Gauch 7 sehen Satz auf das Recht- 
eck mit den Ecken 2 — ©i», 2 + cD^f, ^^2, 
— -^ + cDji, — 7 — flUii an. Darin liegt * 
der Fol 8^1 mit dem Residanm 

-(^^ Ky WO Äo =- A bzw. &A ist, und ^^^-^^ 

fiQr r » der Pol 5 — mit dem Residuum -^ Z(0). 

Nun lasse ich o^^ (o^ unendlich werden (bei festem x). Die Integrale 
über die Horizontalseiten streben gegen 0, wpil z. B. oben die Weglange 
fest (nämlich |) ist und nach Satz 169 der Integrand gleichmäßig 

oU-*"ü-(-i)))-oU-J-)-oM) 

ist. Also ergibt sich jedenfalls 

m - ^(^) --^ »» - S z(0) - ^Jt:^ z(s)ds. 

Nach Satz 156 ist nun 

g(«;ft)=.A«)t(i -«;«), 

also^ 

gesetzt, f Qr er < 



0^t 



-^-ao< 



msl 



Jetzt ist Vertauschnng von Summation und Integration gestattet; 
denn es ist ^ 

JlLJ Im I . .^ — 



'2^ 
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184 § 26. Die Idealfunktion, 



and Dach (1^34) 

ich erhalte -X+odi 



1»« = 1 -1-00,- 



(221) -äW2'^T^(«'*) 



m = l 



nach Satz 206 nnd (213). %__ 

Nun nehme ich o; > 1 an und setze zur Abkürzung e ^ x "'*'' 

== a:*+^ . Ich setze femer 

^,T(x) - T{x + nd) - (~) r(a; +(» - l)ier)+ • • •>(- l)»r(a?) 



dann ist 






wenn to — mo;, v — me gesetzt ist Nach Satz 208 ist daher 

» / _1 1_ _£ _1_ «(»-1) i _i_ l. 1 \ 

^,r(«)-05?-T4TMin.U » »« a; >"»",»»•« »+^ «»» "»-«»"»- j 



O^-TTrn-i^r^-^ +0 a.-T--^-^' ^ 



> 






m=l*] + l^« Sm 



also wegen < e^ < jP(m) nach Satz 203 (mit «■ « i + ^ < 1, 

/ n(n-l) 1 1 n-1 /l J_\\ 
J^T{X)-^ 0\X '• + 1 ^ «»"^» + l\2"2n;j 

(222) + ot"'^"^"*"*"*"^+"^V ^"'«^)) - O(af-0 - 0(^+^). 

Nun ist . _ , ^ 

^^af = n! ief~, 

^^a;-+i = (» + 1)! a;£f» + 0(ißr«+i). 
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Satz 31t, 135 

Es ergibt sich also aus (222) 

(223) « Äo^^ + O(i^+0- 
Nun ist wegen (220) 

also (wegen c^^O) 

(224) 4r« Q(x) < J,Sl{x) <s^Q(x + m). 
Aus (223) und (224) folgt erstens 

^ Q{^) < K^^ + 0(£r»+ ^), 

(225) Q{x) < \x + O{0) ^ \x + oG^, 
zweitens 

Q\x + nx^^ ^ \x + 0(;ef) - Ä^ic + oU»+^), 
also, wenn x + wa?*»+^ =■ y als neue Variable eingeführt wird, für wach- 

n-l / w— 1\ 

seiides y, wegen x^y — nx^'^^ =y + 0\y**+^/, 

(226) e(y)^Äoy+oG^). 

Aus (225) und (226) folgt schließlich 

Q{x) = \x + oU^ = \x + oix"^, 
was zu beweisen war. 

Satz 211: 1. Für kein ^ <-i; — zr- wnd keine Klasse ist 

H(x] S) = Aa: + 0(x^). 
2. Für kein d^<~ — ^ist 

2 2n 

-ff(a:) = hXx + 0(x^). 

Beweis: Es sei w > 1, da sonst die Behauptung trivial ist. Bei der 
Aussage 1. genügt es, die Behauptung für ^ an Stelle von S zu beweisen, 
weil ja ft auch eine beliebige Klasse darstellt. 
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136 



§ 26. Die Idealfiinktion. 



Zum Nachweis beider Behauptungen knüpfe ich an die Formel 
(221) im: 



mal 



WO e^ — ^(w; Ä) bzw. F{m) ist 

Es sei iKq die kleinste Zahl, für die c^'^O ist. Dann ist Sl{x) an 
der Stelle x^m^ nicht nmal differentiierbar; da für alle x^O nach (220) 



ist, also 





l^«io(^ "" ^o) för Wo < o: < Wo + 1, 



so daß A(^-^) (o?) an der Stelle n; » Wq die hintere Ableitung 0, die vordere 
Ableitung c^+ hat. 

Daher ist die Funktion 



5(*)-2^^("»*) 



an der Stelle n; =-= Wo nicht 92 mal dififerentiierbar. • 

Nun ist für ganzes rationales v>lf S(x] jt) bzw. Jlix) gleich Q{x) 
gesetzt; 



_«+! 



K(mx) 



v-1 



V /J/'«.^ /.^(^fO K({m + i)x) \ g, Jr(t)a:) 



mal 



folglich, weil nach (214) (mit k=*0) bei festem x und ganzzahlig wach- 
sendem V 

K(vx)^o(v"^''^'"), 
also 



ist, 
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Satz 21 U 137 

Hierin ist, da K\w) für «? > vorlianden und stetig ist, 



m + l 



i^Iso ist 



m 

/ ^(«) (- ^ ^(«*) + ;;;^ ^'(«^)) 'i«- 

m 



denn dies Integral konvergiert, weil nach (214) (mit äj = und fc =» 1) 
bei festem o; für waclisenJes u der Integrand 

. . - o(»""!) 

isi 

Aus demselben Grunde konvergiert für a? > 

Diese Funktion G{x) ist nmal nach x differentiierbar; denn es ist 
G(x) - h,^Jy (- ^ 2r(y) + ^^ Z'«) dy, 

X 

und das hier vorkommende Integral hat die Ableitung 

was nach Satz 205 und (213) noch n weitere Male differentiierbar ist. 
Daher ist die Funktion 

00 

- g{x) - Gix) =.j\m - Äou) (- ^ Kiux) + -^ K'{uxS^ du 

1 

an der Stelle x^m^ nicht nmal differentiierbar. 
Die Integrale 

oe 

(227) J(Q(u)-Ku)-^(-^K(ux) + -^K'iux)yu, l<l^n, 

1 

IiftBdftn, Theorie der algebraisohen Zahlen. 10 
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13^ § 26. Die IdeülfunkUon, 



{K^-^^^w) ist för ii; > nach Satz 20ö Ubd (2V6) stetig) könuen aiso &h»hl 
sämtlich auf dw Strecke — <,x <.2m^ gleichmäßig konvergieren. Auf 
dieser Strecke ist nach Satz 307 gleichmäßig für wachsendes u 

Wäre nun fOr ein e > gegen die Behauptung 

e(«)-v-ö(x*"^"*), 

so wäre der Integrand in (227) gleichmäßig 

and die Integrale (227) würden doch gleichmäßig konvergieren. 
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Historische Bcnicrkungen.') 

Die Theorie der IJeale Terdankt ihre Entstehung der folgenden 
Schwierigkeit bei der Zerlegung der ganzen Zahlen eine« algebraiaehen 
Zahlkörpers in Faktoren. 

Man nennt eine ganze Zahl a des Körpers, die weder noch Einheit 
ist, unzerlegbar, wenn in jeder Gleirhung a = /3y, wo /J und 7^ ganze Zahlen 
^ea Körpers sind, einer der Faktoren /S oder y. Einheit ist. Alsdann b^ 
steht nicht allgemein der (für P(l) mit der Tatsache der eindeutigen 
Zerlegbarkeit der ganzen rationalen Zahlen > 1 in Primfaktoren iden- 
tische) Satz: „Für zwei Zerlegungen einer von und den Einheiten ver- 
schiedenen ganzen Zahl des Körpers in unzerlegbare Faktoren ist die 
Anzahl der Faktoren dieselbe, und die Faktoren selbst sind bei passender 
Anordnung assoziiert'*- 

Folgendes Beispiel widerlegt den Satz. Wir betrachten den Kör- 
per P(O'), %' = i^h. Er hat 1, ö* zur Basis. Denn jede seiner ganzen 
Zahlen hat die Form a + 6^, wo //, 6 rational sind; nun ist die kon- 
jugierte Zahl a — })% ganz, also auch die Summe 2a, ferner die Diffe- 
renz 260", also (26d)> « — 5(26)', also 26. Jede ganze Zahl des Körpers 

hat also di^ Gestalt — ^ — , wo Ä und I?ganz rational sind. Weil — 

ganz ist, ist — *~ — = — ^ gftnz; also sind A und B beide 

gerade, da sonst Ä^ + 5jB^, durch 4 geteilt, den Best 1 oder 2 läßt. 
In dea beidea Zerlegungeu 

21 « 8 . 7 - (1 + 2^) (1 - 2#) 

find nun die vier Zahlen 3, 7, 1 -f- 2-9', 1 .— 2-9' keine Einheiten, da ihre 
Normen 9, 49, 21,21 sind; keine der Zahlen 3, 7 ist einer der Zahlen 1 -|- 2^^ 
1 -^ 2# assoziiert, aus dem gleichen Grunde. Jede .der vier Zahlen ist 
unzerlegbar. Denn aus a = /Sy, wo « eine der vier Zahlen ist, ß und y 
ganze Zahlen des Körpers, aber keine Einheiteii ^ind, würde wegen 
I{» =- ^/J^j/.folgen, daß Nß ^ ± 3 oder ± 7 wäre. Und das geht nicht, 
weil /S =■ a -f- 60* mit ganzen rationalen a, 6, adao Nß =■ a* + 56* ist 

1) Bei der folcenden Auseinandersetzniig, die^deslialb mit Absiebt micbt ab 
Einleitong voranstand, benutze icb zabhreiche Definitionen u^d Sit^Q 4eB Teiltet. 

10» 
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140 Higtorisehe Bemerkungen. 



Nachdem Kummer für spezielle Körper, die sog. Kreisteilungäkörper, 
darch Einführung sog. idealer Zahlen die Eindeutigkeit wiederhergestellt 
hatte, hat Dedekind die Schwierigkeit durch Emführung der Ideale für 
alle Körper überwunden. Im obigen Beispiel des Körpers P(d'), d" «- 1^5, 
sieht die Zerlegung des Hauptideals [21] in Primideale folgendermaßen aus: 

[21] =- p,p,p,p^, p, - [3, 1 + 2»l p, - [3, 1 - 2^], p, - [7, 1 + 2n 

p,- [7,1 -2fr]. 
Denn erstens ist 

PiPi = [9, 3 + 6fr, 3 - 6fr, 21] - [3] [3, 1 + 2fr, 1 - 2fr, 7] = [3], 

ftp, - [49, 7 + 14fr, 7 - 14fr, 21] - [7] [7, 1 + 2fr, 1 - 2fr, 3] - [7], 

p,p,-[2l,7(H-2fr),3(l+2frMl+2fr)»]-[l+2*][l-2*.7,3,H-2fr] 

=- [1 + 2fr], 
1>«p4-[21,7(l-2fr),3(l-2fr),(l-2fr)»]-[l-2fr][l+2fr,7,3,l-2frj 

=.[l-2fr]5 

zweitens ist keines der Ideale p^, p,, p,, p^ gleich o, weil sonst ein 
anderes gleich [3] oder [7] wäre, also 3 oder 7 in einer der Zahlen 1 ^h 2-^ 
aufginge; wegen iVpj ^p^ = N[d] = 9, Nn^^^^Pi =" -^["^J =" 49 ist also 
JS>j « iVpjj « 3, iVp, = Np^^ « 7, also jedes der vier Ideale Pi, pj, pj, P4 
Primideal. Von diesen vier Primidealen ist aber keines Bauptideal, da 
sonst die ganze Zahl 3 bzw. 7 im alten Sinne „zerlegbar^' wäre. 

Der Beweis des Dedekindschen Hauptsatzes wurde von seinem 
Entdecker zuerst in der zweiten Auflage der von ihm herausgegebenen 
Vorlesungen Dirirhlets über Zuhlentfworie (Braunschweig, Vieweg, 1871) 
geführt, in der dritten (1879) und vierten (1894) Auflage jedesmal in 
anderer Anordnung. Erst im Jahre 1882 publizierte Kronecker seine 
Theorie der algebraischen Orößen, welche auf anderem Wege, ohne den 
Dedekindschen IdealbegriflF und dafür durch Heranziehung der Punktio- 
nen von Unbestimmten, dasselbe Ziel erreicht. Beide Wege wurden von 
mehreren Autoren vereinfacht, und Herr Hensel hat dasselbe Ziel auf 
einem ganz anderen, dritten Wege erreicht. Ich wiU hier nur die Lehr- 
bücher nennen, in denen der Hauptsatz für alle Körper bewiesen steht: 

1. Weber, Lihrhuch der Algebra, Bd. II (Braunschweig, Vieweg; 1. Aufl., 
1896;2. Aufl., 1899). 

2. König, Einleitung in die allgemeine Theorie der algebraischen Orößen 
(Leipzig, Teubner, 1903). 

3. Oazzaniga, Gli dementi deUa teoria dei numeri (Verona und Padua^ 
Drucker, 1903). 
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Bemerkungen gu den einzelnen Paragraphen. 141 

4. Bachmann, AUgemeine Arithmetik der ZaldenTiörper (Leipzig, Teubner^ 
1905). 

5. Hensely Theorie der algebraischen Zahlen, Bd. I (Leipzig und Berlin^ 
Teubner, 1908). 

6. C h ä telet y Le^ms sur la thearie des nombr&i. (Modules. Entiers dlgebriques. 
Bedaction cantinueUe,) (Paris, Gauthier-Villars, 1913). 

Außerdem hat Herrn Huberts Bericht Die Theorie der algAraischev^ 
ZnUkSrper [Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- Vereinigung, Bd. IV 
(1897), S. 175—546], in dem die meisten Beweise ausgeführt sind, fast 
den Charakter eines Lehrbuchs. 



ficmcrknnscn zn den einzelnen Paragraphen. 

Ich beweise zunächst in §§ 1 — 3 (abgesehen von dem Ende des § 2) 
die grundlegenden Sätze in üblicher Weise. v 

In §§4 — 5 gebe ich für den Hauptsatz einen Beweis an, den man 
Herrn Hurwitz verdankt: Ueher die Theorie der Ideale [Nachrichten ron 
der Kdnigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Oöttingen, mathematisch- 
physikalische Klasse, Jahrgang 1894, S. 291—298]. Die wichtigste Stütze 
dabei ist der am Schluß des § 2 vorkommende Krön ecker sehe Satz 30; 
für den Satz 27, aus dem er folgt, gebe ich einen neueren Beweis von 
Herrn Steinitz (publiziert in der Arbeit von Herrn E. Jacobsthal, Zur 
Theorie der FunÜiondle [Journal für die reine und angewandte Mathe-r 
maük, Bd. CXL (191 1), S. 2G6— 276]}. 

§ 6 bringt klassische Dedekindsche Sätze in üblicher Weise. 

§ 7 gibt Hurwitzsche {üeber lineare Formen mit gameahligen 
Variahein [Nachrichten von der Königl. Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Göttingeo, mathematisch- physikalische Klasse, Jahrgang 1897, 
S. 139 — 145]) Beweise Minkowskischer Sätze über lineare Formen. 

Der erste Teil des § 8 bis Satz 126 und der § 9 verlaufen nach 
Dedekinds klassischem Werk mit den durch jene Minkowskischen 
Sätze möglichen Kürzungen. Den Rest des § 8 brauche ich im zweiten 
Teil für den Beweis des Heckeschen Satzes. Jener Rest rührt auch von 
Dedekind her und steckt in seiner Abhandlung Über die Discrinnnanten 
cnrf/i^ÄerZoryjer [Abhandlungen der Königlichen Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Göttingen, Bd. XXIX (1882), 56 S.]. 

Die Theorie der Einheiten in § 9 ist von Dirichlet; dessen Skizze 
wurde zuerst von Herrn Bachmann in seiner Breslauer Habilitations- 
schrift De unitatum complexarum theoria (1864) ausgeführt. : 

§ 10 ist eine ganz einfache Einführung in den zweiten Teil. 
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§11 tieweist eiae Mei99elflbob0 TraofttQiittHtiauiformft dt$r Ttiet«h- 
funktionell auf einem für den gegenwärtigen Zweck heraaspräpamrten 
ctirekteii Wegey von dtm kein Stück neu ist. Insbesondere d^ Awtitx (9G) 
nebst Obergang vom Spezialftill n » 1 zum allgemeinen Fall «»teeki in 
^r Spesialisierang q^l der Transformation T„,(y) anf Sk 86 von Kraz^? 
und Prjm^Nitie Gnmdlagen einer Theorie der allgemeinen Thetafunetiauen 
(Ui^^y Teubner, 1892). 

§§ 12--1H schließen sich der Abhandlang von Herrn Heekt «n: 
Über die Ziiafunkiion luliihfger algehrai^dter ZMiörper [Nachrichten von 
der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, matht- 
matisch physikalische Khisse, Jahrgang 1917, S. 77 — 89]. 

§ 14 beweist zunächst nach Herrn Jensen {GammafunJdionens Theori 
i elemenfwrFyemetdiingy 1 [Nyt Tid^skrift fbr Mathematik^ Bd, 11 B ( J891), 
S. 33 — 55]) asymptotische Sätze über die Gammafunktion. Satz 167 (über 
allgemein«^ analy titsche Funktionen) ist von Herrn Sehou {Sur la theorie 
des fonctions entieres [Comptes rendus hebdomadaiies des seances de 
TAcademie des Sciences, Paii«, Bd. CXXV (1897), S. 763—764]) und ge- 
nügt für meine Zwecke an Stelle des tieferen Jacobi- Jensen schon Satzes. 
Satz 168 ist you den Herren Phragmen undLindelöf {Sur une extensien 
ehin prineife dassviue de VAnahfse et sur quelques propi'iäxfs des fond^ons 
monogenes dans le vo'sinage d'un point singulier [Acta Matbematica, 
Bd'. XXXI (1908), S. 381^406]). 

§ 15 schließt sich dem Vorbild von Herrn Backlund (Sur les t4ros 
de la foncHon ^{s) de Rieinann [Com ptes rendus hebdomadaires des seanees de 
lAcademie des Sciences, Paris, Bd. CLVHI (,1914), S. 1979—19x1]; Über 
die Nullsiellen der Riemantischen Zdafunliion [Inauguraldissertation, Hel- 
siBgfbrs, 1916]) für den Körper der rationalen Zahlen an, d. h. dem Back- 
lundsehen Beweise der entsprechenden von Mangoldtschwi Formel für 
li{T) beider Rie mann sehen Zetafunktion. 

. § 16 macht für die Dedekindsche Zetafunktion, was für die Bis- 
mannseh» durch Herrn Hadamard bekannt war. Schon Herr Hecke 
wies hierauf hin. 

§17 behandelt -^ da die Backlundsehe Methode eine wenigerscharfe 
Abschätzung der Konstante des Endergebnisses als Funktion des Körper- 
grades gibt — nochmals das Problem des § 15 auf Grund meines älteren 
Beweises dea von Mangoldtsqhen Satzes. 

§ 18 dehnt auf beliebige Körper die alten Bewi^is^ Hadamard« de la 
YalliSo Poussinscher Sätze über die Riemannsche Zetafunktion aus. 

§§ 19*»- 20 verallgemeinern entsprechend meinen Beweia des Prim- 
zahlsatzes in der verschärften Fassung von Herrn de la Vallee Pouasin; 

§§ 21-^32 meinen J^wais d^ zuerst von Herrn von Mangoldt 
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Bemerkungen zu den einzelnen Paragraphen, 143 

Ibewiesenen gonauen Formel für eine endliche^ von den Primzahlen ^ x 
abhängende Summe; 

§ 23 die zuerst von mir bewiesene gleichmüßige Konvergenz einer 
auf alle nicht trivialen Wurzeln von g(.v) eratreckten Summe. 

§24 bringt eine klassische Dedekindsche Beziehung der Anzahl 
der Ideale des Körpers (oder einer Klasse) mit Norm ^ x zur Anzahl 
der Oitterpunkte eines gewissen' n dimensionalen Bereiches. 

§§ 2ö~26 beweisen independeut eine Tatsache, die ich kürzlich ({!/Z»er 
die Heckesclie Fnnliionahjlcichung [Nachrichten von der Königlichen 
Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, mathematisch physikalische 
Klasse, Jahrgang 1917, S. 102—111]) unter Benutzung eines früheren 
allgemeinen analytischen Satzes von mir (dessen Voraussetzungen allein 
4 Seiten lang waren) bewiesen hatte. Es handelt sich um die Anzahl der 
Ideale des Körpers oder einer Klasse mit Norm ^x. Der Weber sehe 

Satz, von dem ich im Vorwort sprach, ergab h^^x + 0\x "/; ich beweise 

erstens h^x + 0\x * + */, zweitens, daß der Exponent von x im 0- Glied 

nicht unter ^ -^ ^- veilckuieii werden kann. 
2 2n 
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Gntzmer, A., Zum Jubiläum der Logarithmen. [16 S.] 4. 1914. geh. n. c^—. 80. 
Handbuch der angewandten Mathematik. Hrßg. von H. £. Timerding. Li^ 
6 Teilen. Mit Textfiguren. 8. 

L Praktische Analyiis, ▼onH.T.Sanden. [XIXtLlSSS.! 1914. geb.n. J^3.60, geb.n..^4.^. 

II. Dariteliende Geometrie, TonJ-HJelmtleT. [IX«.890S.] lOU. geb. n. UV 5.40, geb. n. «IT iL— 

HL OrnndBttge der Geodäsie, TonM.Nftbaaer. [Xyi«.4aOS.] 1915. geh.n.»#9.-,geb.n..4l^9.60. 

Hensel, K., Theorie der algebraischen Zahlen, In 2 Bänden. 1. Band. [XII 
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